MATEMATYKA

DYSKRETNA



‘ WSTEP \

W niniejszej prezentacji mam zamiar przedstawi¢ w skrocie to czego
nauczylem sie na przedmiocie o tajemniczej nazwie Matematyka
Dyskretna.

Na przedmiot uczeszczalem podczas I semestru studiéw na kierunku
Informatyka na wydziale Matematyka i Informatyki Uniwersytetu im.
Adama Mickiewicza w Poznaniu. Wykladowca byl profesor doktor
habilitowany Jerzy Jaworski, a moje ¢wiczenia prowadzila doktor Edyta
Szymanska. Caly przedmiot jak i wyzej wspomnianych dobrze wspominam.

W skrocie na przedmiot skladaly sie zagadnienia z dowodzenia twierdzen
matematycznych, praw i metod przeliczania, kombinatoryki, teorii
graféow, rekurencji i kilku innych kwestii. Wszystko postaram sie
przedstawi¢ w jasny sposéb na nastepnych slajdach komentujgc je na
zajeciach. Na koniec skomentuje takze rozwigzanie przykladowych zadan.



‘ INDUKCJA \

MATEMATYCZNA

Indukcja matematyczna jest metoda dowodzenia twierdzen o liczbach
naturalnych.

p(n) jest zdaniem, ktére chcemy udowodnié¢, a celem metody jest pokazaé, ze
p(n) jest prawdziwe dla kazdego n, wiekszego od n (n € N).

[ p(n,) AV p(k) => p(k+1) ] => V p(n)

RGN

zalozenie krok teza
indukcyjne indukcyjny  indukcyjna

sprawdzenie konkluzja



‘ INIEKCJA \

Iniekcja to funkcja r6znowarto$ciowa, ktorej kazdy
element przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyzej raz.

»
.

Inaczej nazywamy jq ,,1 — 1

a,beX a+ b =>1(a) # f(b)

1 X] < [Y]




‘ SURIEKCJA \

Suriekcja to funkecja przyjmujaca jako swoje warto$ci wszystkie elementy
przeciwdziedziny, tj. ktorej obraz jest rowny przeciwdziedzinie.

Inaczej nazywamy taka funkcje ,na”.

X] = [Y]




‘ BIJEKCJA \

Bijekcja to funkcja (relacja) taka, ze kazdemu elementowi obrazu odpowiada
dokladnie jeden element dziedziny.

Relacja jest rownoczes$nie ,,1 — 1” oraz ,na”.

1 X] = Y]




‘ ZASADA MNOZENIA \

Niech A, A,,..., A, s3 zadanymi zbiorami skofczonymi.
Woweczas liczba wszystkich ciggdéw postaci (a,, a,,..., a,)
gdziea,e A,a,€A,,...,a, €A jestrowna |A |-|A,|-...c |A,].

Uogolnione prawo mnozenia

Jezeli pewna procedura moze by¢ rozbita na n kolejnych krokow z r,
mozliwymi wynikami w kroku 1, r, mozliwymi wynikami w kroku 2, ..., r,

mozliwymi wynikami w kroku n-tym to w calej procedurze mamy r- r,-...- r
mozliwych lgcznych wynikow.

n



‘ PRAWO DODAWANIA \

ANB=¢
|AU B| = |A[+|B]

AL A, A,
| AJUA,U...UA_ | = |A[|+]Ay|+...+|A,]



| ZASADA WEACZANIA |

I WYLACZANIA

Regula kombinatoryczna, pozwalajgca na okreslenie liczby elementéw
skoniczonej sumy mnogos$ciowej skonczonych zbiorow.

|AJUALU...UA | =|A ]|+ |A,| + ...+ |A,] -
- |A1 ﬂA2| - |A1 N A3| - |An—1 N Anl +
FIANANA |+ .+ AL, NA NAY-

+ (- A, NA,N...NA

al



‘ WARIACJE Z \

POWTORZENIAMI

k-elementowa wariacja z powtorzeniami ze zbioru n-elementowego,
k-elementowy cigg utworzony z elementéw zbioru n-elementowego

W, = nk (na mocy prawa mnozenia)



‘ WARIACJE BEZ \

POWTORZEN

k-elementowa wariacja bez powtorzen ze zbioru n-elementowego,

k-elementowy cigg utworzony z elementéw zbioru n-elementowego

Vi=n-(-1)-(@-2)-..- (n-k+1) = (n), =

n!
(n—k)!




‘ PERMUTACJE \

n-elementowa wariacja bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego,
n-elementowy ciag
P,=n-(n-1)-(n-2)-...-1=n!



‘ KOMBINACJE Z \

POWTORZENIAMI

k-elementowa kombinacja z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego,

k-elementowy podzbidr utworzony z elementow zbioru n-elementowego
(moga sie powtarzac)

n k+n—-1 k+n—-1
Ck:(-H]; )=(;I/_llll



‘ KOMBINACJE BEZ \

POWTORZEN

k-elementowe kombinacje bez powtoérzen ze zbioru n-elementowego,
k-elementowy podzbidr utworzony z elementow zbioru n-elementowego
Ck = k)



‘ KOMBINATORYKA \

Podsumowanie:
W, = nk
n n!
Vie= (n—k)!
P, =n!
CZ — (k+;(l_1)
Ck - Z)

wariacje — ciggi — uporzadkowane (kolejnos$¢ jest wazna)
kombinacje — podzbiory — nieuporzadkowane



‘ REKURENCJA \

Rekurencja, zwana takze rekursja to odwolywanie sie
np. funkcji lub definicji do samej siebie.

W logice wnioskowanie rekurencyjne opiera sie na zalozeniu istnienia
pewnego stanu poczatkowego oraz zdania (lub zdan) stanowigcego podstawe
wnioskowania (przy czym, aby caly dowdd byl poprawny, zaréwno regula,
jak i stan poczatkowy musza by¢ prawdziwe). Istota rekurencji jest
tozsamos$¢ dziedziny i1 przeciwdziedziny reguly wnioskowania, wskutek czego
wynik wnioskowania moze podlegac tej samej regule zastosowanej
ponownie.



‘ TEORIA GRAFOW 1/4 \

,Kropki” na grafach oznaczajgq wierzchoiki. Zbior wierzcholtkéw nigdy nie jest
pusty.
Wierzcholki moga by¢ ze soba polaczone linig ktérg nazywamy ,krawedzig”.

Grafem nieskierowanym nazywamy uporzadkowang tréjke G=(V(G), E(G),
We)- V(G) to nie pusty zbior wierzchotkow, E(G) jest zbiorem krawedzi
rozlacznym z V, a . jest funkejg incydencji, ktora przypisuje kazdej
krawedzi z E nieuporzadkowang pare wierzchotkow z V.

Graf nazywamy skierowanym kiedy mozemy ,,iS¢ w jedng strone”.

Graf nazywamy prostym, gdy jest nieskierowany i nie ma petli, ani krawedzi
wielokrotnych.

Dwa grafy G i H sg identyczne tylko wtedy gdy V(G) = V(H), E(G) = E(H)
oraz g _ Py.



‘ TEORIA GRAFOW 2/4 \

Stopniem d(v) = d;(v) wierzcholka v w grafie G nazywamy liczbe krawedzi
grafu G identycznych z v, przy czym kazdg petle liczymy dwukrotnie. Przez
A(G) oraz 6(G) oznaczaja kolejno maksymalny i minimalny stopien
wierzcholkow krawedzi grafu G.

Wierzcholki przylegle to takie ktére maja ta sama krawedz.
Mowimy, ze graf jest planarny, jezeli mozemy go roztozy¢ na plaszczyznie.

Graf nazywamy regularnym kiedy wszystkie jego wierzchotki majg ten sam
stopien.

Dopeklieniem G€ prostego grafu nazywamy graf prosty o zbiorze
wierzcholkow V(G) przy czym dwa wierzcholki sg przylegle w G¢ wtedy i
tylko wtedy gdy nie sa przylegle w G.

Grafem pelnym nazywamy graf dla ktérego wszystkie pary wierzchotkéw sg
przylegte.



‘ TEORIA GRAFOW 3/4 \

Graf pusty (dopelnienie pelnego) ma miejsce gdy zbior krawedzi jest pusty.

Macierz incydencji grafu skierowanego G = (V, K) o zbiorze wierzchotkow V
=V,, ... ,V, 1 krawedzi K = k,, ..., k;, nazywamy macierz M = (m;), gdzie
i=1,...,n oraz j=1,...,m taka, ze: my; = 1 jesli v, jest poczatkiem krawedzi k;, m;
= -1 jeSli v; jest koncem krawedzi k;, a my; = 0 jesli v; i k; nie sg incydentne.

Dla danego grafu G = (V,E) macierz A(G) = (a;), gdzie a;; jest liczba krawedzi
taczacych wierzchotki v; oraz v; nazywamy macierzg incydencji.

Izomorfizm grafow wystepuje wtedy gdy jestem w stanie narysowac 2 grafy
za pomoca jednego rysunku (nie uwzgledniajac oznaczen).

Wierzcholki izolowane maja stopien o.



‘ TEORIA GRAFOW 4/4 \

W kazdym grafie istniejga co najmniej 2 wierzcholki o tym samym stopniu.

Suma wierzchotkow w grafie jest rowna podwojonej liczbie krawedzi
2vey AG(V) = 2|E|.

Spacer — dowolnos¢ (wierzchotki i krawedzie mogg sie powtarzac).
Szlak (tylko wierzcholki moga sie powtarzac).
Sciezka (nic sie nie powtarza).
Las jest drzewem bez cyKli.

Graf hamiltonowski to graf zawierajacy Sciezke (droge) przechodzaca przez
kazdy wierzcholek dokladnie jeden raz zwana $ciezka Hamiltona.

Graf eulerowski to rodzaj grafu ktéry odznacza sie tym, ze da sie w nim
skonstruowac cykl Eulera, czyli cykl, ktéry przechodzi przez kazda
jego krawedz dokladnie raz i wraca do punktu wyjSciowego.



‘ ZASADA SZUFLADKOWA \

Jezeli rozmie$cimy n kul w m szufladkach (n > m) to istnieje szufladka
zawierajaca co najmniej 2 kule.

Jezeli rozmie$cimy n kul w m szufladkach n > m - k, k € Z, to istnieje
szufladka zawierajgca co najmniej |%| =k + 1 kul.



‘ TEST 1/12 \

Dany jest ciag speliajacy zaleznos¢ rekurencyjna
a,=4a,,-3a,.,,n =2, przy czyma, = 0, a, = 1. Wtedy:

(a) a; =19
(b) Rownanie charakterystyczne powyzszej zalezno$ci rekurencyjnej to

X2—-4x+3=0

() @, = (3" - 1) dla wszystkich n 2 0



‘ TEST 2/12 \

Niech a, oznacza liczbe podzialow zbioru n-elementowego na dwa niepuste
podzbiory. Latwo zauwazy¢, ze a, = 0. Ponadto:

(a) a, spelnia rekurencjea, =2a, ,+1dlan=>2
(b)a,=2"*+1dlan=>1
(c)a,,,=4a,+3dlan=>1



‘ TEST 3/12 \

Ciag a, spelnia rownanie rekurencyjnea,=a, ,+a, ,dlan>=27z

warunkami poczatkowymi a, = 0, a, = 1.
Jest on rozwigzaniem nastepujacego problemu przeliczeniowego:

(a) Na ile sposobo6w mozna wciggngé na n—metrowy maszt flagi trzech
kolorow, jesli flagi czerwone maja szeroko$¢ dwodch metréow, a pozostale

jednego metra?
(b) Ile jest ciaggdéw binarnych dlugosci n, w ktérych zadne dwa zera nie

stojq obok siebie?
(c) Na ile sposobo6w mozna wypelnié¢ prostokat o wymiarach 2 nan

kostkami o wymiarach 2 na 1?



‘ TEST 4/12 \

Usuwamy krawedz e = {u,v} z grafu spojnego G. Wtedy G — e ma zawsze:

(a) co najmniej dwie skladowe sp6jnosci
(b) G — e ma zawsze co najwyzej dwie skladowe spbdjnosci
(c) G — e ma zawsze co najwyzej d;(v) + d;(u) sktadowych spdjnosci



‘ TEST 5/12 \

Grafy G i H sg izomorficzne, gdy:

(a) istnieje funkcja f: V (G) -> V (H) taka, ze jezeli {u, v} € E(G) to
{t(w), f(v)} € E(G)
(b) istnieje bijekcja f: V (G) -> V (H) taka, ze {u, v} € E(G) wtedy i
tylko wtedy, gdy {f(u), f(v)} € E(G)
(c) istnieje bijekcja f : E(G) -> E(H) taka, ze e € E(G) wtedy i tylko
wtedy, gdy f(e) € E(G)



‘ TEST 6/12 \

Spacerem w grafie nazywamy ciag roznych krawedzi, z ktérych kazde dwie
kolejne krawedzie maja wspoélny wierzcholek. Obchod Eulera to spacer
przechodzacy przez wszystkie krawedzie grafu i powracajacy do wierzcholka
poczatkowego. W grafie spéjnym G istnieje obch6d Eulera wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba wierzcholtkdéw stopnia nieparzystego jest:

(a) rowna o
(b) parzysta
(c) mniejsza lub rowna 2



‘ TEST 7/12 \

Cyklem Hamiltona w grafie G nazywamy kazdy rozpiety podgraf grafu
G, ktory jest cyklem. Jesli graf G zawiera cykl Hamiltona, to wszystkie
wierzcholki grafu G maja stopnie:

(a) rowne dwa
(b) wieksze badz rowne dwa
(c) parzyste



‘ TEST 8/12 \

Zdanie ,Je$li dzis$ piatek, to jutro niedziela”:

(a) jest prawdziwe tylko w sobote
(b) jest prawdziwe we wszystkie dni tygodnia oprocz pigtku
(c) nie jest prawdziwe w zaden dzien tygodnia



‘ TEST 9/12 \

Wybieramy dowolnie n + 1 r6znych liczb sposréd {1, 2,3, ..., 2n}, n > 1.
Wtedy wsérod wybranych liczb zawsze beda dwie:

(a) ktore sumujg sie do 2n
(b) ktére sg wzglednie pierwsze
(c) ktorych réznica dzieli sie przez n



‘ TEST 10/12 \

Ponizsze stwierdzenie jest rownowazne zasadzie iniekcji:

(a) jesli |A| > |B|, to nie istnieje iniekcjaf: A -> B
(b) jesli |A| < |B|, to istnieje ré6znowarto$ciowa funkcjaf: A-> B
(c) jesli |[A| = |B]| + 1, to dla kazdej funkcjif: A -> B istniejga,,a, € A
takie, ze a, # a, oraz f(a,) = f(a,)



‘ TEST 11/12 \

Ustawiamy w rzedzie n par identycznych bliznigt. W ilu ustawieniach
zadna para bliznigt nie stoi obok siebie ?

n

(2) Z (—1) (rll) (2n27 i)!

i=0




‘ TEST 12/12 \

Zalozmy, ze liczba naturalna n ma te wlasnos$¢, ze istnieje las na n
wierzcholkach, ktérego dopehienie jest drzewem. Wtedy:

(a) n moze by¢ rowne 4
(b)n > 4
(c)n<s



