Obliczenia rozproszone przy pomocy klastrow
w grafach planarnych,
uzywa sie diugich komunikatow!

(1+-eps)-aproksymacja problemow MIS, MM, MDS

MIS = Maximum Independent Set
Independent Set = zadne dwa wierz nie sg potgczone
MWIS = MIS ,z wagami”, chodzi o wage IS, a nie moc...

MM = Maximum Matching (skojarzenia!)
MDS = Minimum Dominating Set

Dominating Set = zbior D; kazdy wierz nalezy do D
lub ma sgsiada w zb. D

> MIS

\




Co to jest (1-eps) aproks problemu X (gdzie X=MIS/MWIS, MM) ?
X — rozwigzanie obl przez nasz algorytm
X' - rozwigzanie optymalne
|X]

—->1—eps
X

Co to jest (1+eps) aproks problemu MDS ?
(troche inaczej bo MDS jest probl minimalizaciji!)
D — rozwigzanie obl przez nasz algorytm
D' — rozwigzanie opt (MDS) Dl
D

——<1+eps
D



Pochodzenie koncepcji klastrow ...

"centrum ohliczeniowe"

e Czy warto scentralizowac obliczenia 7

e zebrac informacje o catym grafie do centrum obliczeniowego,
wykonac€ obliczenia i rozesta€ wyniki spowrotem??7

e b. czasochtonne, jeSli graf ma duzg Srednice...
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co to sa klastry? podziat wierzchotkow grafu  na podzbiory
Vy, ..., V.. takie, ze G[V;] jest spdjny i ma ma+ta Srednice

centralizujemy obliczenia w klastrach, czyli...
w Kklastrach, rownolege, rozwigzuje sie wejsciowy problem

uwaga na to, co dzieje sie na brzegu klastrow !!



) stala srednica

klastry krawedziowe dla grafow planarnych
krawedzie maja wagi we : E(G) — RT
waga konektoréw (zbiér L) jest mata: we(L) < € we(E(G))



Mamy Kklastry... jak obl. MWIS ?

How to (1 — e¢)-aproximate MWIS
We have a planar graph G with weights on vertices w : V(G) — Rt

1.

2.

3.

4,

Define w({u,v}) := min(w(u), w(v))
Compute clusters with weight of connectors < ¢ w(FE(G))
In each cluster compute (optimal) MWIS

In case of errors on connectors: remowve from the solution the
vertex of smaller weight.

We know that w(MWIS(G)) > %;u(v’((;)) and w(E(G)) < 3w(V(G))
therefore vertices removed in (4) are meaningless ...
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MWIS przy pomocy klastrow — argument...

usun

Dlaczego ten algorytm oblicza
(1-eps)-aproks MWIS
w czasie O(1) + "czas obl klastrow ” ?

Pkt 3 moza wykonac w czasie const,

bo klastry majg statg srednice...
(mozna Sciaggnac caty graf do 1 wierz
w statym czasie)

W kazdym klastrze mamy MWIS;
sg jednak konflikty na konektorach,
ktore trzeba usuwac... ile wtedy tracimy?
Odp:
1. o(MWIS(G)) > 1/12 w(E(G))
2. L — zb. konektorow; w(L) < € w(E(G))
3. tracimy na wadze < w(L)

Czyli ,tracimy na wadze” < € 12 w(MWIS(G)) !!



MM (skojarzenia) przy pomocy klastrow

Zaktadamy, ze kraw e ma w(e)=1;
Mozemy obliczy¢ klastry i w nich MM...

Uwaga: MM moze byC¢ mate w poréwnaniu do |E|
dla MIS byto inaczej... MIS jest zawsze duzy
w poréwnaniu do |E| !

Potrzebny ,preprocessing” ktory to zmieni...

Zidentyfikowac ,wiszgce”
gwiazdy | podwodjne gwiazdy,
usungc odp wierz...
Mozna udowodnic, ze po takiej operacji
MM jest mocy > 1/10 |E|

Ta operacja nie ma wptywu na rozmiar MM,
ale powoduje ze MM jest ,duze”
w poréwnaniu do |V| i |E],

A liczba konektorow jest < € |E|
czyli z opt skoj M* tracimy < 10 € |M?*|

Proc obl MM:
1. preprocessing
2. oblicz Kklastry
3. w klastrach oblicz (opt) MM



MDS przy pomocy klastrow

Wydaje sie ze nie powinno by¢ zadnego problemu:

1. obl klastry, 2. w klastrach obl MDS (nie ma konfliktow jak w MIS...)

Dlaczego takie podejscie nie dziala ????

MDS optymalny w klastrach
moze NIE by¢ opt w catym G...

Wydaje sie, ze za ten problem
sg odpowiedzialne
wierz wysokiego stopnia...
Moze wystarczy sie ich pozbyc¢
277



MDS przy pomocy klastrow

Jak sie pozbycC wierz wysokiego stopnia ?
zapewne znowu ,preprocesing” (tak jak byto w przypadku MM) ??
jaki preprocessing ??7? np. taki:
wigczy¢ do rozw wierz wysokiego stopnia i usungc zdominowane wierz...
pozostanie graf BEZ wierz wysokiego stopnia...

high deg vert.\

.Y
MDS={a, c}, @
b ¢MDS

high deg vert.
J/

Czyli nie mozna witgczac do rozw wierz wysokiego stopnia,
jesl méwimy o (1+eps) aproks MDS...



MDS przy pomocy klastrow

Proc obl MDS:

1. Obliczamy stata (np. 52) aproksymacje MDS w G, D#
2. Budujemy ,mate klastry” w oparciu o D# (czarne wierz)

3. ,sciskamy” mate klastry do wierz, tworzgc wirtualny graf G/,
dlae z E(G'): w(e):=1
4. obliczamy ,duze klastry” krawedziowe w G',
licz konektorow < € |E(G")],
ale takze licz wierz brzegowych duzych klast. < O(¢g) |[V(G')|
5. ,wracamy” do oryginalnego grafu z duzymi klastrami
6. obliczamy (opt) MDS w duzych klastrach

PYTANIE: dlaczego to nam daje (1+¢€) aproksymacje MDS w G ?



MDS przy pomocy klastrow

,Specjalna” konstrukcja
duzych klastrow, eliminuje
problem ze slajdu nr 9...

Duze klastry maja ceche:
Da sie zdominowac
wierz brzegowe klastru
matg liczbg wierz
(w porownaniu do |[MDS])

Dlaczego ??7? pamietajmy, ze:
[V(G")| = |D#| < 52 [MDS|
licz brzegowych matych klast.
(tych czerwonych)
< eps V(G|
Czyli da sie zdominowac brzeg
duzych klastrow licz wierz
< 52 eps [IMDS(G)|
gdzie eps jest b. mate...

... oczywiscie to tylko szkic
argumentu ...



Jak obliczamy klastry ?

Przypomnijmy, ze czas dziatania algorytméw aproks MWIS, MM, MDS to:
O(1) + ,czas obliczania klastrow” ...

Zaktadamy, ze mamy proc obliczajgca ,,ciezkie gwiazdy w grafie planarnym G”
(te gwiazdy sa roztgczne i wazg > 1/12 wagi E(G))

Klastry budujemy z ciezkich gwiazd w nastepujacy sposob:
G 0=G

Obliczamy w G_0 ciezkie gwiazdy S.

G_1=,G_0 po scisnieciu do wierz gwiazd z S”

Obliczamy w G_1 ciezkie gwiazdy S.

G_2 =,G_1 po scisnieciu do wierz gwiazd z S”

Itd....

az dojedziemy do grafu G_k, gdzie k to pewna stata...

Wirtualne wierz G_k to ,klastry”, w(E(G_k)) to waga ,konektorow”.

Def: diam(G i) to Srednica ,fizyczna” (wirtualnego) wierz grafu G_i.

Okazuje sie, ze: (‘
1. diam(G_{i+1}) = 3 diam(G_i) + 2 “’
2. W(E(G_{i+1})) < 11/12 w(E(G )))



Jak obliczamy klastry ?

Czyli:
wW(E(G_k)) < (11/12)"k w(E(G_0)),G_ 0=G
Zatem dla pewnego statego k zaleznego od 1/¢:
W(E(G_K)) <& w(E(G_0)) i diam(G_Kk)< const

Pozostaje pytanie, jak obliczamy ciezkie gwiazdy...
Zauwazmy, ze drzewo ma stata frakcje wierz o stopniu <= 2,
natomiast graf planarny ma statg frakcje wierz o stopniu <=6
Jak to wykorzystac ??? (met prymitywna, w czasie O(logn log”*n))

B Mozna wyrwac z grafu
deg()<=6 deg()<=6 zb. wierz V'_0, stop <=6
EN ~a V' _O|> |V|/10
] O Nastepnie mozna obl w V'_0
MIS V_0 (przy pomocy C&V)
|V_0|>|V|/60

Czyli mamy
zbior niezalezny V_0,
ktory zawiera statg frakcje
V' 0O V 0 wszystkich wierz V ...




Jak obliczamy klastry ?

Powtarzamy ten procec logn razy, do wyczerpania wszystkich wierz grafu:
otrzymujemy graf warstwowy...
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V. 0 V 2 V 3 V_logn
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Kazdy wierz wybiera najciezsza kraw w prawo (1 z 6 ')

otrzymujemy las drzew ukorz, o wysokosci <logn, ktory wazy > 1/6 w(E(G))
Nastepnie kazde drzewo wybiera ,poziomy krawedzi”

parzyste lub nieparzyste, te ktore sg ciezsze...

Otrzymujemy roztgczne gwiazdy ktore wazg > 1/12 w(E(G))

Czas obliczania ciezkich gwiazd tg metoda:
logn * ,,czas obl MIS w grafie stop <=6" + logn



Szybkie obliczanie klastrow ?
w czasie O(log”™*n)
patrz: disc2008, str 3-5
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