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Wyktad nr 2: Algorytmy elementarne |

e Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne
e Algorytmy wykorzystujace tablice 1D
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

@ Istnieje dos¢ duza grupa probleméw, ktére mozna rozwigza¢ za
pomoca algorytméw wykorzystujacych tylko zmienne

@ Przyktadami tego typu algorytméw s3 algorytmy obliczania pdl
figur geometrycznych

e Starozytny matematyk grecki Heron (10,70) jest uwazany
za autora wzoru Herona na pole tréjkata:
Sn=+/p*(p—a)*(p—b)*(p—c) gdzie p= 2H3+<

WZOR_HERONA 1(a,b,c)

p = (a+b+c)/2
s = sqrt(p*(p-a)*(p-b)*(p-c))
return s
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

WZOR_HERONA 2(a,b,c)

s = 0.25*sqrt((a+b+c )*(b+c)*(a+c)*(a+b))
return s

@ Ten algorytm wykonuje tyle samo operacji, co poprzedni

@ Poprzedni algorytm uzywat 2 zmiennych, ten — tylko 1
zmiennej
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

@ Algorytmy obliczania objetosci bryt geometrycznych takze
wykorzystujg jedynie zmienne

OBJETOSC_WALCA(r,h)

Vermg*r*r*h
return V

@ Liczba 7 to warto$¢ ilorazu dtugosci okregu i jego srednicy
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Liczba 7 (1/2)

Wybrane wtasnosci liczby 7 (1/2)

o 7~ 2 (Archimedes, Il w. p.n.e.)
o 7~ 2 (Zu Chongzhi, 500)

o 7~ 3.14159265358979323846264338327950288 . . .
ludolfina (Ludolph van Ceulen, 1610)

o Kuc i ora¢ w dzien zawziecie,
Bo plonéw niema bez trudu!
Ztocisty szczescia okrecie,
Kofyszesz...

Kué! My nie czekajmy cudu!
Robota to potega ludu!
K. Cwojdzinski (1930)
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Liczba 7 (2/2)

Wybrane wtasnosci liczby 7 (2/2)

@ wzér Eulera e +1 =10
o wzér Stirlinga n! ~ v/2mn (2)"
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

e Wiele zagadnien kalendarzowych takze mozna rozwiazac za
pomoca algorytméw wykorzystujacych jedynie zmienne

ROK_PRZESTEPNY(n)

if ((n mod 4 == 0) and (n mod 100 # 0)) or (n mod 400 == 0)
then return true

else return false
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

@ Podane poprzednio algorytmy wykonywaty stata liczbe operacji
elementarnych, tzn. niezalezng od rozmiaru danych
wejsciowych

@ Inna grupe stanowia algorytmy wykonujace liczbe operacji
proporcjonalng do rozmiaru danych wejSciowych

@ Przyktadem takiego problemu jest obliczanie reszty z dzielenia
(operacja mod)

tmp =1

while (tmp + 1) * b < a do
tmp =tmp + 1

return a —tmp * b
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

o Addytywny algorytm Euklidesa, uwazany za jeden z
najstarszych algorytméw, takze wykorzystuje jedynie zmienne

ADDYTYWNY NWD(a,b)

while a # b do
ifa>bthena=a—b
elseb=b — a
return a
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

o Kolejnym przyktadem problemu ktéry mozna rozwigza¢ za
pomoca algorytmu wykorzystujacego jedynie zmienne jest
obliczanie potegi

Przyktad

@ Obliczenie x'® wymaga 15 mnozen, jedli stosujemy algorytm
oparty na definicji

o Jesli zauwazymy, ze x'% = (((x?)?)?)?, to liczba mnozen
bedzie réwna 4

o Podobnie, x27 = x16 5 x11 — x16 4 x8 4 x3 — x16 4 x8 & x2 x x,

co wymaga 13 mnozen zamiast 26

=
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

POTEGA BINARNA(x,n)

k=n
b=1
c=x
while k # 0 do
if k mod 2 ==
then k = k div 2
c=c*c
elsek =k -1
b=b*c
return b
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

o Kolejnym przyktadem problemu z tej grupy jest problem
obliczania silni

wart = 1
fori=2tondo
wart = wart * |

return wart
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

@ Leonardo z Pizy (1170-1250), inaczej nazywany Fibonacci,
wprowadzit do Europy arabski dziesietny system pozycyjny
oraz napisat o nim ksiazke Liber abaci

@ Z jego nazwiskiem jest zwigzany ciag Fibonacci'ego

Ciag Fibonacci'ego Fg, F1,..., Fj, ..., to ciag liczb zdefiniowany
nastepujaco: Fp =1, F1 =1, FF=F_1+F »>dlaji>2 J

b
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

o Powyzsza definicja jest rekurencyjna, znany jest takze jej
nierekurencyjny (iteracyjny) odpowiednik podany przez
J.M.P. Bineta (1786-1856) w 1843 roku

Fn:\%<<1+2f5>"_<1_2ﬁ>n> |

@ Zauwazmy, ze z ww. wzoru wynika, ze

1 (1+v5)"
f( 2 )

o Pierwsza wersja iteracyjnego algorytmu obliczania n-tej liczby
Fibonacci'ego jest nastepujaca i
UM
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Algorytmy wykorzystujace jedynie zmienne

FIBONACCI _1(n)

Fo=1

F1=1

k=2

while k < n do
Fk = FO + F1
FO = F1
F1 = Fk
k=k+1

return Fk
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Duza grupa algorytméw elementarnych wykorzystuje strukture
tablicy 1D

@ Tablica jest ztozong strukturg danych, zbudowang z pewne;
liczby elementéw tego samego typu

@ Do elementu tablicy odwotujemy sie podajac nazwe tablicy
oraz potozenie tego elementu w tablicy, opisane za pomoca
wyrazenia indeksowego

o Przykfady: A[3], B[2i-1]

@ Opis tablicy zawiera jej nazwe oraz dolny i gérny zakres
wartosci indeksu

@ Mimo iz w pseudokodach algorytmdéw pomijamy opis typu
danych elementéw sktadowych tablic, to w przypadku
implementacji tych algorytméw w jezyku programowania jest
on konieczny

e Przykfady: A[l..n], B[0..m] %]

o Tablice jednowymiarowa mozna utozsamié z wektorem
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Rozpoczniemy od algorytmu, ktéry dokonuje inicjalizacji
wszystkich elementéw tablicy 1D

INICJALIZACJA TABLICY(n,A[L..n])

fori=1tondo
A[i]=i
return
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

e Nastepny algorytm wypisuje wartos¢ true (false), jesli dwie
tablice 1D s3 (nie s3) identyczne

POROWNANIE _TABLIC(n,A[L..n],B[L..n])

wynik = true
i=0
while (i<>0) and wynik do // <>=+#
i=i+1
wynik = (A[i] == BJ[i]) //nawiasy!
write wynik
return )

=
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Kolejny algorytm oblicza liczbe ujemnych elementéw w danej
tablicy 1D

ile=20
fori=1ton do
if A[] <0
thenile =ile + 1
return ile
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Pseudokod podanego algorytmu mozna takze zapisa¢
nastepujaco

@ W przysztosci pokazemy, ze obie postaci s3 réwnowazne

ILE _UJEMNYCH _2(n,A[l..n])
ile=0
i=1
petla_1: if i < n then

if Ali] < 0thenile =ile +1

elsei=i+1

goto petla_1
else goto petla 2

petla_2: return ile

=
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

o Klasycznym przyktadem algorytmu wykorzystujacego tablice
1D jest algorytm wyszukiwania w nieuporzadkowanej tablicy

ZNAJDZ ELEMENT 1 (n,A[L..n].x)

i=1
while (A[i] # x) and (i # n) do
i =i+1
if Afi] # x
then write "Nie znaleziono x w A"
else return i

@ Warunek w petli while mozna uprosci¢ dodajac wartownika
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

ZNAJDZ ELEMENT 2 (n,A[l..n+1].x)
Aln+1] = x
i=1
while A[i] # x do
i =i+1
ifi <n
then return |
else write "Nie znaleziono x w A”
return
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Innym przyktadem algorytmu wykorzystujacego tablice 1D jest
algorytm wyszukiwania w uporzadkowanej tablicy
(wyszukiwanie binarne)

WYSZUKIWANIE BINARNE (n,A[L..n].x)
i=1
j=n
while (A[i] # x) and (i < j) do
k = (i+j) div 2
if x > A[k]
theni=k +1
elsej=k-1
if Alk] = x
then return k
else write "Nie znaleziono x w A”

return

=
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Wielomianem (stopnia n zmiennej rzeczywistej x) nazywamy
funkcje postaci ag + aix + axx> + - - - + apx", gdzie
wspotczynniki ag, a1, ...,a, € R

@ Problem obliczania wartosci wielomianu w punkcie mozna
rozwigza¢ za pomoca réznych algorytméw

e Nastepujacy algorytm oblicza wartos¢ wielomianu w punkcie
wprost z definicji

WARTOSC _WIELOMIANU(n,A[0..n],x0)
s = A[0]
fori=1ton do

pot =1

forj=1toido

pot = pot * x0

s =s + A[i] * pot

return s

=
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Algorytm WARTOSC WIELOMIANU nie jest efektywny
(szybki), poniewaz wykonuje duza (formalnie: kwadratowa)
liczbe mnozen

@ Te liczbe mozna zmniejszy¢, jezeli wielomian przedstawimy
w postaci iloczynowej

o Niech f(x) =2x3 — 4x? +5x — 1.
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Algorytm WARTOSC WIELOMIANU nie jest efektywny
(szybki), poniewaz wykonuje duza (formalnie: kwadratowa)
liczbe mnozen

@ Te liczbe mozna zmniejszy¢, jezeli wielomian przedstawimy
w postaci iloczynowej

o Niech f(x) = 2x3 — 4x? + 5x — 1. Wéwczas
o f(x)=(2x* —4x+5)x —1=((2x —4)x +5)x — 1
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Te posta¢ wykorzystuje schemat Hornera, zaproponowany
przez W.G. Hornera (1786-1837)

e Algorytm wykorzystujacy schemat Hornera mozna sformutowa¢
bez zapamietywania wynikéw czesciowych

SCHEMAT _HORNERA _1(n,A[0..n],x0)

wart = A[n]

for i = n-1 downto 0 do
wart = wart * x0 + A[i]

return wart
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Inna posta¢ schematu Hornera wykorzystuje tablice do
zapamietania wynikéw czesciowych

SCHEMAT _HORNERA_2(n,A[0..n],x0)

W(n] = A[n]

for i = n-1 downto 0 do
W[i] = W[i+1] * x0 + A[i]

return W[0]
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

o Wspomniane wczesniej liczby Fibonacci'ego takze mozna
oblicza¢ za pomocg tablicy 1D

FIBONACCI_2(n)

F[o] = 1
Fl1] = 1
k=2

while k < n do
F[k] = F[k-1] + F[k-2]
k=k+1

return F[n]
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

o Algorytm FIBONACCI 2 jest przyktadem zastosowania
programowania dynamicznego

@ Rozwigzywanie problemu za pomoca programowania
dynamicznego polega na podziale badanego problemu
na podproblemy o mnigjszym rozmiarze, a nastepnie
ich rozwigzaniu, zapamietaniu tych rozwiazan oraz
ich wykorzystaniu do rozwigzania catego problemu

Problem rozwigzywany za pomoca algorytmu wykorzystujacego
programowanie dynamiczne musi posiada¢ wtasnos¢ optymalnej
podstruktury: optymalne czesciowe rozwigzanie jest czescia
optymalnego petnego rozwigzania

@ Programowanie dynamiczne opracowat w latach 50-tych

l
T i j«" | %@
XX wieku Amerykanin R.E. Bellman (1920-1984) =i UM
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

@ Liczba pierwsza to catkowita liczba dodatnia, ktéra dzieli sie
tylko przez 1 i samg siebie

@ Przyktady: Liczby 2, 3, 51 7 sa pierwsze, natomiast liczby 6,
21, 49 i 111 nie sg pierwsze

@ Podamy teraz przyktad algorytmu wykorzystujacego tablice 1D
do znalezienia wszystkich liczb pierwszych w przedziale [2,n]

@ Ze wzgledu na metode znajdowania liczb pierwszych algorytm

£y o0
\ 28"

ten nosi nazwe sito Eratostenesa

S. Gawiejnowicz: Algorytmy i struktury danych (WB 2023) Algorytmy elementarne |



Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

o Zaktadamy ze dana jest tablica A[2..n] oraz A[i] =i dla
2<i<n

e Jako wynik zwracamy niezerowe elementy tablicy A[2..n]

SITO_ERATOSTENESA(n, A[2..n])

fori =2 ton do
if A[i] #0
then write A[i]
I=
while j < n do
j=jti
if A[j]#0
then A[j] =0
return {A[/] #0:2 < i < n}

=
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Algorytmy wykorzystujace tablice 1D

Przyktfad zastosowania sita Eratostenesa

@ Zatézmy, ze chcemy znalezé wszystkie liczby pierwsze
z przedziatu [2,20]

@ Poczatkowy zbiér liczb z tego przedziatu jest postaci
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20

Pierwsza liczbg ktéra pozostanie w sicie jest 2
Skreslamy wszystkie wielokrotnosci 2

W zbiorze pozostana liczby 3,5,7,9,11,13,15,17,19
Kolejna liczba pierwsza ktéra pozostanie w sicie jest 3
Skreslamy wszystkie wielokrotnosci 3

W zbiorze pozostang liczby 5,7,11,13,17,19

Kolejna liczba pierwsza ktéra pozostanie w sicie jest 5 itd.

Po zakonczeniu pracy algorytmu w sicie pozostang liczby s
pierwsze 2,3,5,7,11,13,17,19 %[EM
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