NP-zupetnosc

Kilka pojec...
- ,Czas dziatania alg” vs ,,ztozonoS¢ czasowa alg”
Uwaga: ztozonosc¢ to funkcja rozmiaru danych na we (instancji problemu) !!
Co to jest rozmiar danych? Zalezy od reprezentacji i sposobu kodowania...
Np.: alg A jest ,algorytmem grafowym” i dziata w czasie O(n"5)
Na we A mamy graf G reprezentowany przez macierz sgsiedztwa,
ktéra mozna zapisacC na n”*2 bitach;
ztozonos¢ czasowa A = O((n"2)M5/2)) = O(|G|"5/2)
- ,ZtozonosSc¢ problemu”:
ztozonosc¢ najlepszego alg, ktdry go rozwigzuje
- ,problem decyzyjny” vs ,jezyk formalny”
Problem decyzyjny: ,czy graf G ma cykl Hamiltona” (odp TAK/NIE)
Jezyk formalny HAM_CYCLE = {<G>: G zawiera cykl Hamiltona}
gdzie <G> oznacza ciag bitow reprezentujacy graf G
- problemy decyzyjne:
1) nierozstrzygalne, 2) wielomianowe, 3) nie-wielomianowe

1) funkcja odp TAK/NIE jest nieobliczalna (patrz maszyny Turinga)
2) i 3) funkcja jest obliczalna, chodzi o czas dziatania...



NP-zupetnosc

Kilka pojec...
- ,problem abstrakcyjny Q”:
relacja na zb. instancji problemu (egzemplarzy) oraz rozwigzan;
szersza definicja niz ,problem decyzyjny” (gdzie rozw to TAK/NIE)
dlaczego relacja a nie funkcja ?? (moze bycC wiele rozw)
Np. problem: ,najkrotsza Sciezka w grafie G miedzy wierz u i v”
Instancja: <G, u, v>
Rozwigzanie: Sciezka w grafie G (cigg wierz)
Np. problem: ,najwieksza klika w grafie G” (podgraf petny)
Instancja: <G>
Rozwigzanie: zbior wierz w G
Np. wersja decyzyjna problemu najwiekszej kliki:
,czy istnieje klika o rozmiarze =K”
Instancja: <G, k>
Rozwigzanie: TAK/NIE

Uwaga: 1 i 2 przykiad to problemy optymalizacyjne;
zawsze mozna dla ,problemu opt” podac ,problem decyzyjny”
(patrz przyktad z klikg ...)
jesli problem decyzyjny jest ,trudny obliczeniowo” to opt tez...
w dalszej czesci wyktadu ograniczamy sie do problemow decyzyjnych



NP-zupetnosc

- problemy wielomianowe: klasa probleméw P

- zmierzamy do zdef klasy probleméw NP (ang. nondeterministic polynomial)
- algorytm weryfikacji A(x,y)
Algorytm A(x,y) gdzie ,x” to instancja problemu a ,y” to Swiadectwo.
A(X,y)=1 gdy rozwigzanie problemu jest na TAK
Algorytm powinien dziata¢ w czasie wielomianowym wzg [x] i ||
(|x] oznacza liczbe bitow ,x”)
Np. problem ,czy graf ma cykl Hamiltona”
A(X,y), gdzie x to reprezentacja grafu G, y to cigg wierz
A(X,y)=1 jesli y jest permutacjg wsz wierz i wszystkie sgsiednie pary to kraw G

- def NP: jest to klasa probleméw decyzyjnych, ktére:
1. posiadajg algorytm weryfikacji A(), dziatajgcy w czasie wielomianowym
2. dla kazdej instancji problemu istnieje swiadectwo (2 arg A())
0 rozmiarze wielomianowo wiekszym niz rozmiar instancji

- def NP (nieco bardziej szczego6towa)
Jezyk formalny L nalezy do klasy NP jesli istnieje A(,) i stata c, takie, ze:
L = {x € {0,1}* : istnieje Swiadectwo vy, |y|=O(|x|*c), ze A(x,y)=1)}



NP-zupetnosc

- zmierzamy do zdef klasy probleméw NP-zupetnych
- dlaczego to wazne ??7?7?
jesli pewien problem NP-zupetny ma rozwigzanie wielomianowe
to wszystkie problemy klasy NP majag rozw wielomianowe (czyli P=NP)
Ale jest to mato prawdopodobne...
jesli udowodnimy, ze nasz problem jest NP-zupetny
to nie ma sensu szukac algorytmu wielomianowego..
- redukowalnos¢ w czasie wielomianowym: L_1 <P= L_2
Jezyk L 1 redukuje sie wielomianowo do jezyka L_2”"
def formalna: L_1 <P= L 2
jesli istnieje funkcja obliczalna wielomianowo f(), f: L 1 -> L2
taka,ze xe L 1 <=>f(X)elL 2
- def jezyka NP-zupetnego L (zawierajacego stowa {0,1}**)
1.Le NP
2. dlakazdego L'e NP: L'<P=L
- def jezyka NP-trudnego L
dla kazdego L' e NP: L'<P=L
Uwaga: stowo ,jezyk” mozna zastgpi¢ stowem ,problem decyzyjny”



NP-zupetnosc
Kilka tw o NP-zupetnosci...

Twierdzenie 36.4 [Cormen, str 1039]

Jesli jakikolwiek problem NP-zupetny jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym, to P=NP.
Jesli jakikolwiek problem w NP nie jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym, to zaden
problem NP-zupetny nie jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym.

Lemat 36.8 [Cormen, str 1046]
Jesli L jest jezykiem takim, ze L' <P=L dla pewnogo NP-zupetnego L',
to L jest NP-trudny. Jesli, dodatkowo, L jest w NP to L jest NP-zupetny.

Mozna udowodnic, ze nastepujgce problemy sg NP-zupetne:

CIRCUIT-SAT =
problem spetnialnosci ukladow logicznych X, ]
Czy istniejg wartosci 0/1 na we, Xy

takie ze na wy mamy 1.
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NP-zupetnosc
Mozna udowodnic, ze nastepujace problemy sa NP-zupetne (c.d.)

SAT =
problem spetnialnosci formut logicznych:
czy istniejg wartosci zmiennych x_i ze zbioru {0,1} takie ze formuta zwraca 1

przyktad formuty: (x1 and x2 or not x3) imp (X3 lub x4)
spojniki logiczne: and, or, imp (implikuje) i inne...

@IRCUIT-SAT)

3-CNF-SAT =
problem spetnialnosci formut logicznych w postaci 3-CNF
CNF = posta¢ koniunkcyjna normalna SAT
3-CNF sktada sie z klauzul,
ktore sktadaja sie z 3 literatdw (np. x1, not x1, x2) (3-CNF-SAT)

(x1 lub not x1 lub x2) and (x2 lub x3 lub x4) and ...

N

(SUBSET-SUM)

@ERTEX{OVE@

CLIQUE =
czy istnieje klika o rozmiarze =k

Pozostate problemy rozwigzuje sie v
poprzez redukcje wielomianowa (HAM-CYCLE)
z 3-CNF-SAT do problemu... y



NP-zupetnosc

Tw 36.11 [Cormen, str 1055]
problem kliki (CLIQUE) jest NP-zupeiny

Dowad:
Najpierw pokazuje sie, ze CLUQUE nalezy do NP
(Swiadkiem jest podzbior wierz, trzeba sprawdzic, czy
miedzy kazdg parg jest kraw w grafie).
Potem pokazujemy, ze 3-CNF-SAT <P= CLUQUE;
W tym celu dla formuty 3-cnf-sat ,C1 and C2 and C3”
budujemy graf:

taczymy krawedziami wierz z réznych
klauzul, ktére nie sg ,sprzeczne”
(nie taczymy ,x1” i ,not x1”)

widac zwigzek miedzy
spetnialnoscig formuty
a istnieniem Kliki...

Cy = x| VX2V X3 Cg. =XV X2V X3




NP-zupetnosc
VERTEX-COVER = pokrycie wierzchotkowe (minimalne)
Jest to zbior wierz V' taki, ze kazda kraw ma 1 lub 2 konce w V'
,czy istnieje VERTEX-COVER o0 mocy =k” (wersja decyzyjna)
Tw 36.12 [Cormen, str 1058]

Problem VERTEX-COVER jest NP-zupetny
Dowod:

Instancja: <G,k>, Swiadectwo: zbior wierz
Oczywiscie problem nalezy do NP.

Pokazemy, ze CLIQUE <P= VERTEX-COVER...
Niech D(G) oznacza dopetnienie grafu G

({u,v} in D(G) <=>{u,v} not in G)
Zauwazmy, ze ,,G zawiera klike o rozmiarze =k”

<=> ,D(G) zawiera pokrycie wierz o rozmiarze |V|-k”

Klika o rozm :3'
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{ Pokrycie wierz o rozm = 4-3 = 1 {‘
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