Grafy Eulera | Hamiltona

,Sciezka” (droga) Eulera w grafie skierowanym lub nieskierowanym —
droga zawierajgca wszystkie krawedzie lub tuki grafu, kazdg
doktadnie raz. Moze wielokrotnie przechodzicC przez dany wierz!

,CYKI" (obchod) Eulera — cykl zawierajgcy wszystkie krawedzie lub
tuki grafu.

Graf, w ktorym istnieje cykl Eulera nazywamy grafem eulerowskim, a
gdy istnieje tylko droga — grafem poteulerowskim.

Przyktad. Znajdz (o ile istnieja) cykl lub droge Eulera w grafach
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Przyktad. Znajdz (o ile istniejg) cykl lub droge Eulera w grafach

12

jest cykl Eulera  nie ma cyklu Eulera nie ma ani cyku Eulera
jest droga Eulera  ani drogi Eulera



Grafy Eulera | Hamiltona

Twierdzenie (Euler, 1736)
Graf nieskierowany spojny []
jest eulerowski (ma cykl
Eulera) wtedy i tylko wtedy,
gdy stopien kazdego
wierzchotka jest parzysty.

Whniosek. Graf nieskierowany spojny
majgcy doktadnie dwa wierzchotki
nieparzystego stopnia ma droge Eulera
(jest poteulerowski). Kazda taka droga
musi zaczynac sie w jednym
wierzchotku nieparzystego stopnia |
konczycC w drugim takim wierzchotku.
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Algorytm Fleury'ego (cykl Eulera)

Zatozenie: Niech G bedzie nieskierowanym grafem eulerowskim.
Algorytm znajdujacy cykl Eulera w grafie G:

Zacznij cykl w dowolnym wierzchotku,

a nastepnie przechodz krawedzie w dowolnej kolejnosci,

dbajac o zachowanie nastepujacych zasad:

1. usuwaj z grafu przechodzone krawedzie | wierzchotki izolowane w
wyniku usuwania tych krawedzi,

2. W kazdym momencie przechodz przez most tylko wtedy, gdy nie
masz innej mozliwosci.

Most — krawedz grafu, ktorej usuniecie zwigksza liczbe
spojnych sktadowych tego grafu.
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Algorytm Fleury'ego (cykl Eulera)

Jak sprawdzic, czy dana {x, y } jest mostem?
1. Usun {x, y } z grafu G.
2. Wykonaj przeszukiwanie grafu G \ {x, y } od wierzchotka x (np.
metoda BFS):

Jezeli w trakcie przeszukiwania dotarliSmy do y , to {x, y} nie
jest krawedzig ciecia; W p.p. {X, y} jest krawedzig ciecia

Pytanie: dla grafu G=(V,E), |V|=n, |E|=m,
lle czasu zajmuje procedura BFS ?7?
Odp: O(n+m)

Czas dziatania alg Fleury'ego:
O(m*(n+m)) = O(M"2) = O(n"™4)
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Sciezka Hamiltona w grafie skierowanym lub nieskierowanym —
Sciezka, ktora zawiera wszystkie wierzchotki grafu

(wierz sie nie powtarzaja!).

Cykl Hamiltona — cykl zawierajacy wszystkie wierzchotki grafu
(wierz sie nie powtarzaja!).

Graf, w ktérym istnieje cykl Hamiltona nazywamy grafem
hamiltonowskim, a gdy istnieje tylko droga — grafem
pothamiltonowskim.

0 Przyktadowe cykle Hamiltona:
(0,1,3,7,5,4,6,2,0)
(0,2,3,1,5,7,6,4,0)




Przyktady cykli/ Sciezek Hamiltona i Tw z warunkiem dostatecznym...

Przyktad. Znajdz cykl Hamiltona (o ile istnieje) w grafach

1

4 2 4 1
3 2 1
b

7
nie ma cyklu nie ma ani cyklu nie ma cyklu jest cykl
jest droga ani drogi jest droga Hamiltona
Hamiltona Hamiltona Hamiltona

Tw. Niech G = (V; UV,, E) bedzie grafem dwudzielnym. Wtedy
* jesli G ma cykl Hamiltona, to |V;| = |V5],
+ jesli G ma droge Hamiltona, to ||V;| — |V,|| < 1.




Tw. (warunki dostateczne na to, aby graf byl hamiltonowski)

* Tw. (Ore, 1960) Graf nieskierowany o n = 3 wierzchotkach, w
ktorym d(v) + d(w) = n dla kazdej pary wierzchotkow v, w
niepotaczonych krawedzia, jest hamiltonowski.

* Tw. (Dirac, 1952) Jezeli graf nieskierowany ma n = 3 wierzchotkow
oraz stopien d(v) = gdla kazdego wierzcholka, to graf jest
hamiltonowski.

* Tw. Jezeli graf nieskierowany ma n = 3 wierzcholkow 1 co najmniej
(n-1)(n-2

) krawedzi, to graf jest hamiltonowski.

* Tw. (Nash-Wiliams, 1969) Jezeli G jest grafem skierowanym bez
petli, w ktorym stopien wejsciowy oraz stopien wyjsciowy kazdego
wierzchotka jest rowny co najmnie; % , to G zawiera cykl Hamiltona.



Graf Hamiltona — algorytm ?

Mozliwe rozwigzanie to algorytm ,sitowy” (ang. brute force):
G=(V,E), |V|=n, |E|=m
1. generowac wszystkie mozliwe permutacje wierz
czyli ciagi liczb z {1,...,n} (Jest tych permutacji ,n!”)
2. dla kazdej permutac;ji sprawdzac czy jest cyklem Hamiltona
wystarczy sprawdziC czy sgsiednie wierz w permutacji
sg potaczone kraw...
dla macierzowej repr grafy da sie to zrobiC¢ w czasie O(n)

Jak generowac permutacje n-elementowe ? Odp: rekurencja !!!

Uwaga: dla problemu cyklu Hamiltona
nie istnieje alg wielomianowy...
mozna sprawdziC czy dane ,rozwigzanie” (permutacja)
jest cyklem Hamiltona, w czasie wielomianowym
Problem cyklu Hamiltona jest problemem klasy NP



Najkrotsze sciezki

- digraf, z wagami na kraw, w(e)>=0
- problem: najlzejsze Sciezki z 1 zrédtem ,s” do wsz innych wierz
- fakt: sciezki te tworzg drzewo! Dowod??
- reprezentacja ,Sciezek z 1 zrodtem”: dla wierz ,v”

V.pi = parent wierz v

v.d = gorne oszacowanie wazonej odlegtosci od ,s” =delta(s,v)
- gldbwne narzedzie do obliczania n.s¢.: proc Relax

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, §) RELAX(u, v, w)

| foreach vertex v € G.V 1 ifv.d =u.d+ wu,v)
] v.d = 00 2 v.d = u.d+ wiu,v)
3 V.7 = NIL 3 VT = U
4 5.d=0
To sie uruchamia Fakt: po dowolnych wywotaniach Relax
na poczatku mamy: delta(s,v) <= v.d

Dowaod: na poczatku jest ok,
po 1 op Relax mamy Sciezke o odp wadze



Najkrotsze sciezki
algorytm Dijkstry

DIKSTRA(G, w, §)
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, 5)

for each vertex v € G.Adj|u|
RELAX (1., v, w)

v

Tu jest ukryte DecreaseKey !!!

]

2 §5=4¢0

¥ 0=46GY

4 while O £ 0

5 u = EXTRACT-MIN(Q)
6 S =5 U{uj}

7

8

,Q” -kolejka prior, prior=v.d
zbudowana z kopca bin...

Ztozonos¢ alg Dijkstry:
n*logn + m*logn = O(m*logn)

Tw: po zakonczniu proc Dijkstra,
dla kazdego wierz v
v.d=delta(s,v),
natomiast v.pi reprezentuje
drzewo n.sc. z 1 zrodiem
Dowad: nie wprost; niech ,u” bedzie
pierwszym wierz, t.ze u.d != delta(s,u)
w momencie gdy u jest wi do S...
u.d < inf (dlaczego ??)
czyli istnieje najkrotsza Sc. s-->u
doktadniej: s-->x-y-->u, gdzie X in S
oraz y not in S (istnieje kraw (X,y))
skoro x in S, to wywotano Relax(x,y)
zatem y.d=delta(s,y)
<= delta(s,u) <=u.d
ale u.d<=y.d (z powodu ExtractMin)
czyli y.d=delta(s,y)=delta(s.u)=u.d
Sprzecznosc !!!




Najkrotsze sciezki
algorytm Dijkstry

Przyktad dziatania alg Dijkstry... w kétku v.d, gruba kraw do v.pi
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