Uzupetnienia

programowanie dynamiczne
bardzie] zaawansowane przyktady

,Dziel i zwyciezaj”
Dzielimy problem na mniejsze pod-problemy
rekurencyjnie wywotujemy procedure dla pod-problemow
bardzo mate pod-problemy rozwigzujemy tatwo
Przyktady: MergeSort, QuickSort

,Programowanie dynamiczne”
Jak ,dziel i zwyciezaj” ale unikamy
wywotan rekurencyjnych z tymi samymi parametrami;
zapamietujemy wyniki tych wywotan (spamietywanie, memoization ang.)
gdzie zapamietujemy? Odp: tablica, stownik
Przykiad: element ciggu Fibonacciego
Mamy rekurencyjng procedure Fib(n)...
liczba wywotan rekurencyjnych = 2"n
liczba r6znych parametrow przy obliczaniu Fib(n) = n
Whiosek: srednio (2*n)/n wywotan z tym samym parametrem
nadaje sie do programowania dynamicznego/ spamietywania !!!
Przyktad bardziej zaawansowany:
LCS = ,Longest Common Subsequence”
NWP = ,Najwiekszy Wspdlny Podciag”
dla2ciggow: X=x 1, ..., x m,Y=y 1,...,y n
NWP(X,Y)=2Z, Z=z 1, ...,z k; Ztojeden z NWP (moze ich by¢ kilka!!)
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Przykiady:
NWP ({ABCD}, {ACDE}) =ACD
NWP ({ABCDEFL{BXDYEHIJ}) =BDE

NWP stuzy m.in. do okreSlenia roznicy miedzy 2 plikami tekstowymi:
,lle operacji trzeba wykonac aby plik nr 1 stat sie plikiem nr 2”

NWP jest uzywane w programie unixowym diff stuzgcym do porownywania
2 plikow tekstowych (elementy ciggow = linie tekstu)

cat -n tekstO3a.txt

19gq qqq qqq diff tekstO3a.txt tekst03b.txt
2 WWWW WWWW WWWW 2¢2
3 eee eee

< WWW WWWW WWWW

> WWW WWwWwW WWww

4 rrrorrerrrr

cat -n tekstO3b.txt 334
1 qqq qqq qqq > ddd ddd ddd
2 WWW WWWW WWWW
3 eee eee

linial znak linia2

4 ddd ddd ddd znak = ,¢” change, ,a” append, ,d” delete, ...

5 rrrrrrrrr
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X, Y NWP Z >
< -V

X=x1,....,xmY=y 1l ..,yn NWPXY)=Z Z=z1, ..,z Kk
Dodatkowe oznaczenia: X i=x_1, ..., x_i (X_i to prefiks X)

Theorem 15.1 (Optimal substructure of an LCS)

Let X = (X1, %5, ..., Xm)and ¥ = (y1, ¥2...., ¥a) be sequences, and let Z =
(Z1,Z2.:::,Zeybeany LCSof X and ¥ .

L HBxs =y then 2y =N = Yol Ty, i5an LES of X, and ...,

2. If x,, # vy, then z; # x,, implies that Z is an LCS of X,,_; and Y.

3. If x, # ya, then z; # y, implies that Z isan LCS5 of X and ¥,,_,.

Problem NWP(X,Y) sprowadzamy do ,mniejszych” probleméw
NWP(X _m-1, Y _n-1), NWP(X_m-1, Y), NWP(X, Y_n-1)

Mozna zdef tablice c[i,j] := dlugos¢ NWP(X_i, Y )),
na podstawie Tw ” spetniajgcag zaleznos¢ rekurencyjna:
0 ifi =0orj=0.
cli.jl=gcli—1.j—-1]+1 ifi, j >0and x; = y;,
max(cli, j — 1],eli =1, j]) ifi,j >0and x; # y; .
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0 ifi =0orj =0,

cli,jl=4cli-1,j-1]4+1
max(cli, j —1],eli = 1,7]) ifi,j >0and x; # y; .

ifi,j >0and x; = y; ,

Mozna obliczy¢ c[i,j] rekurencyjnie, z uzyciem ,spamietywania”, (géra - dot)

Mozna tez bez rekurencji (dot - gora):
LCS-LENGTH(X.,Y)

m = X.length

1

2 n = Y.length i vy, &8 D c A

3 leth[l..m,1. n]and c|0..m.0..n|be new tables

4 fori = ltom O %1 of o o] o] o] of 0

5 c[i.0] =0 A T T “\

6 for j = Oton 0l 0] 0] O 1|1 1

7 c[0,j] =0 B TN

8 fori = 1ltom 0 1 S ha ] 212

9 for j = 1ton C 0 I I \2 5 ; g

10 if xpo==y;

1 cli,jl=cli—1,j—1]+1 B o 1 I

12 bli. j] =\ 5 1 T 10 8 1

13 elseif c[i — 1, j] = c[i, j — 1] ol 1| 2| 2| 2| 3| 3

14 cli.j] = ¢eli = 1. ] A T 1 TIN

- else ;E J1=cli.j—1] B | o] 1] 2| 2| 3| 4l 4
Jl = e

18 return ¢ and b

Przy okazji obl c[i,j] obl takze Dbli,j], ktore pozwala odtworzy¢ NWP !!!
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ifi =0orj =0,
ifi,j >0and x; = y; ,
ifi, j > 0and x; # y; .

Jak odczyta¢c NWP z c[,] oraz b[,] ??
zaczynamy od komorki c[m,n],
czyli prawy dolny rég;
idziemy w kierunku strzaiki,
strzatki ukosne
to kolejne elem NWP(X,Y)



programowanie dynamiczne
,hawiasowanie” przy mnozeniu ciaggu macierzy

A_ i — macierz, chcemy obliczy¢ A 1 *A 2* ... A n, min liczbe mnozen liczb

Mnozenie 2 macierzy a liczba mnozen:
A 1-macierznxm,A 2-macierzmxk, A 1*A 2 - macierznxk
liczba mnozen = n*m*k
Okazuje sie, ze liczba ,*” zalezy od nawiasow:
A 1-10x15A 2-15x20,A 3-20x1
(A 1*A 2)*A 3 —-3200 mnozen
A 1*(A 2*A 3)-450 mnozen

Oznaczenia: A i..j=A 1*A i+1* ... *A -1 *A j; A_itomacierzp i-1 xp_i

Jesli mamy optymalne nawiasowanie A_1..n oraz
dla pewnego ,k” mamy ,*” najwyzszego poziomu miedzy A kiA k+1
to to nawiasowanie jest optymalne wA 1..k oraz wA k+1..n

Def koszt opt nawiasowania m[i,j] = min liczba mnozen dla A 1.,
Mozna podac nastepujacy wzor rekurencyjny na mi,j:

0 ifi =i,
min {m[i, k] +mlk + 1. j] + picipep;} ifi <j.

i<k=jf

mli, j] =
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,hawiasowanie” przy mnozeniu ciaggu macierzy

(0 ifi=j,
mli, j] = _n}cin. wmli k] +mlk +1,j] + picapepsy ifi <.
1=x<}]

Jak to ” obliczyC ?
Odp: rekurencja + spamietywanie (metoda gora — doét)

Jak zamieni¢ m[,] na konkretne nawiasowanie ?

Def s[i,j] = k, dla ktérego mamy minimum we wzorze na m([i,j]
mozna obl s[i,j] razem z m[i,j] w proc rekurencyjnej...

s[1,n] wyznacza pozycje ,*” hajwyzszego poziomu w A _1..n,
A 1l.n=A1.s[1,n]*A s[1,n]+1l..n (lewy skiadnik * prawy skladnik)
dla lewego sktadnika: s[1,s[1,n]] wyznacza pozycje ,*’ najw poziomu
w lewym skiadniku...
podobnie s[s[1,n]+1,n] wyznacza pozycje ,*’ najw poziomu
w prawym skiadniku...
w ten sposdb wyznaczymy nawiasowanie catego A _1..n
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,hawiasowanie” przy mnozeniu ciaggu macierzy

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN(p)

n = p.length — 1
let m[1..n,1..n]be anew table
fori = 1ton P

1

2

3

;1 for j [= f‘]tﬂ n Rekurencyjna proc obl m[,]
mli, j| = oo i ' [

6 return LOOKUP-CHAIN(m, p,1,n) g}&s.gjgggasépsmlﬁati\zlv:gl[e]

LOOKUP-CHAIN(m, p,i,j)

1 ifmli, j] <o

2 return mli, j|

3 ==

4 mli,j] = 0

5 elsefork =itoj —1

6 g = LOOKUP-CHAIN(m, p,i, k)

+ LOOKUP-CHAIN(m, p.k + 1, j) + pi_1px p;

7 ifg <mli, /]
8 mli.j] = g
9 return mli, j|
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