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Pojecie rekurencji

Z rekurencjq mamy do czynienia
wtedy, gdy w definicji jakiegos
obiektu matematycznego (np. funkcji)
wystepuje odwotanie do tego obiektu

Definicje rekurencyjne sg zwykle
krotsze niz definicje iteracyjne (tzn.
nierekurencyjne), wymagajq jednak
wiekszej pamieci, a ich analiza jest
bardziej ztozona
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Pojecie rekurencji

0 Definicja rekurencyjna sktada sie z dwu czesci:
B pierwszej, podajgcej warunek poczatkowy
rekurencji
B oraz drugiej, bedacej rownaniem
rekurencyjnym
0 Warunek poczatkowy podaje wartosc funkcji

dla jednego (lub wiecej) konkretnego
argumentu

[0 Rownanie rekurencyjne podaje zaleznosc
miedzy parg (lub m-kg, m > 2) kolejno
obliczanych wartosci
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

Klasycznym przyktadem funkcji
rekurencyjnej jest n!

n! to iloczyn wszystkich liczb od 1 do n
Przykiady:

B 31=1x2x3=6

B 41=1x2x3x4=24

B 5!1=1x2x3x4x5=120
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

Rekurencyjna definicja nl dlan >0
jest postaci:

function SILNIA(Nn)

if (n==0)

then return 1

else return n*SILNIA(n-1)
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

function SILNIA(Nn)

if (n==0)

then return 1

else return n*SILNIA(Nn-1)

Warunek po if to warunek poczatkowy,
czesc po else to rownanie rekurencyjne
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

n!! to iloczyn liczb parzystych
(nieparzystych) od 2 (od 1) do n,
jesli n jest parzyste (nieparzyste)

Przykiady:
B 3!l=1x3=3
B 4!1=2x4=8

B 5!1=1x3x5=15
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

Rekurencyjna definicja n!! dla n>=1
jest postaci:

function DSILNIA(N)
if (n==1)
then return 1
else if (n==2)
then return 2
else return n*DSILNIA(Nn-2)
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a
oraz b, nwd(a,b), to najwieksza liczba k
taka, ze k dzieli a oraz k dzieli b

Jesli b==0, to nwd(a,b)=a
Rekurencyjna definicja nwd(a,b):
function NWD(a,b)

if (b==0)

then return a

else return N\WD(a, a mod b)
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Przyktady funkcji rekurencyjnych

Wspoiczynnik dwumianowy (Newtona)
mozna obliczac ze wzoru rekurencyjnego,
pamietajac, ze wynosi on 1 jezeli n==k lub
k==0:
al o (m-1Y (-1
= +

kloLk-1 k
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binom.gif

Przyktady funkcji rekurencyjnych

Rekurencyjna funkcja obliczajaca
wspotczynnik dwumianowy dla n, k>=0
jest postaci:

function BINOM(n, k)

if (n==0) or (n==Kk)

then return 1

else return BINOM(n-1,k-1)+BINOM(n-1,k)
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Zalety i wady rekurencji

Podane przyktady sugerUf(q iz rekurencja
zawsze prowadzi do szybkich algorytmow

Okazuje sie jednak, iz stosowanie
rekurencji nie zawsze jest optacalne

Istniejq funkcje rekurencyjne, ktorych
obliczenie wymaga , bardzo d’ruglego
(formalnie: ,wyktadniczego”) czasu

Spowodowane jest to duzg liczbg wywotan
rekurencyjnych, potrzebnych do
obliczenia zg aneJ wartosci wynikowej

Jednym z przyktadow Jest rekurencyjne
obliczanie liczb Fibonacci'ego
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Zalety i wady rekurencji

Pseudokod rekurencyjnej funkcji
FIBONACCI_3(n) obliczajacej n-tg liczbe
Fibonacci‘ego dla n>=0 jest nastepujacy

function FIBONACCI_3(n)
if (n==0)
then return 1
else if (n==1)
then return 1
else return FIBONACCI_3(n-1) +
FIBONACCI_3(n-2)
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Zalety i wady rekurencji

Okazuje sig, iz funkcja FIBONACCI_3(n)
wykonuje wyktadnicza liczbe wywotan

Twierdzenie Dla n>=2 liczba wywotan
algorytmu FIBONACCI_3(n) jest wieksza niz
27(n/2)

Dowod tego twierdzenia WYkOI‘ZYStU]e
indukcje matematycznq (wzgledem n),
zostanie przedstawiony na wyk ad2|e
dotyczacym badania ztozonosci
algorytmow
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Zalety i wady rekurencji

Istniejq takze funkcje rekurencyjne,
ktéorych wartosci ,,.trudno” obliczyc

Wilhelm Ackermann podat w 1928 roku
przyktad funkcji A(m,n) (nazywanej dzis
funkcja Ackermanna , ktora jest jeszcze
Ltrudniej obliczalna” niz 'FIBONACCI _3(n)

Przykiad
A(1,0)=2,
A(1,1)=3,

A(4,2)=2x1019728
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Zalety i wady rekurencji

Funkcja Ackermanna A(m,n) jest
zdefiniowana dla m,n >=0 nastepujgco:

function A(m,n)
if (n==0)
then return m+1
else iIf (nz0) and (m==0)
then return A(n-1,1)
else return A(n-1,A(n,m-1))
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Graficzne zastosowania rekurencji

Rekurencja ma niekiedy zastosowanie
w grafice, do tworzenia obiektow
samopodobnych (fraktalh)

Przyktadami fraktali sq:

B ptatek Kocha (1904)

B trojkat Sierpinskiego (1915)
B zbior Mandelbrota (1980)
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Graficzne zastosowania rekurencji
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Graficzne zastosowania rekurencj

Zbior
Mandelbrota
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