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1 Wstep.

W rozproszonym /synchronicznym modelu obliczeii mamy do czynienia z grafem ko-
munikacyjnym, ktérego wierzcholki sa procesorami a krawedzie kanalami komunika-
cyjnymi. Kazdy wierzcholek moze wysyla¢ komunikaty do (bezposrednich) sasiadéw,
poprzez krawedzie grafu komunikacyjnego. Model jest synchroniczny, gdyz obliczenia
wykonuje sie w rundach: w kazdej rundzie wszystkie procesory wysytaja komunikaty
do sasiadéw, odbieraja komunikaty od sasiadéw oraz wykonuja lokalne obliczenia. W
danej chwili wszystkie procesory wykonuja obliczenia w tej samej rundzie.

Nie stawiamy zadnych ograniczeii co do dlugoéci i liczby komunikatéw wysylanych w
czasie dzialania algorytmu, a takze co do czasu trwania lokalnych obliczen oraz objetosé
pamieci pojedynczego procesora. Zakladamy, ze wierzcholki maja przydzielone (rézne)
identyfikatory, ktére mozna zapisac na O(logn) bitach, gdzie n to liczba wierzcholkéw
grafu komunikacyjnego. Zazwyczaj zakladamy, ze wszystkie wierzcholki znaja wartosé
n, nie maja natomiast zadnej innej wiedzy na temat grafu komunikacyjnego.

Bedziemy sie zajmowaé jedynie algorytmami obliczajacymi pewne teorio-grafowe
funkcje w grafie komunikacyjnym (takie jak np maksymalne skojarzenie), co rézni nasz
model od innych modeli obliczen, w ktérych dane problemu sa dostarczane ze ”$wiata
zewnetrznego”.

Omawiane w tej pracy algorytmy sa projektowane pod katem czasu dzialania tj
liczby rund jakich, w najgorszym przypadku, wymaga dany algorytm. Zauwazmy, ze
jesli pewien algorytm dziala w czasie ¢, to mozemy to zinterpretowaé¢ w ten sposdb, ze
kazdy wierzcholek ”widzi” w grafie komunikacyjnym kule o promieniu ¢ i o srodku w
sobie samym, nastepnie oblicza wartosé pewnej funkcji, zalezaca od kuli. Otrzymana
warto$¢ staje sie wynikiem dzialania algorytmu na tym wierzchotku (np moze to byé
kolor wierzcholka, jesli problem to ”kolorowanie wierzcholtkowe”). Moze sie wydawaé
dziwne, ze niektére nietrywialne funkcje grafowe mozna obliczyé przy bardzo malym ¢:
np MIS, czyli maksymalny zbiér niezalezny wierzchotkéw, w cyklu o dlugosci n, mozna
znalezé w czasie O(log™ n).

Studia nad rozproszonymi algorytmami grafowymi rozpoczely sie prawdopodobnie
wraz z praca [L.92], w ktorej przedstawiono dolne oszacowanie Q(log* n) na czas potrzebny
do obliczenia MIS-a w cyklu o dlugosci n. Wezeséniej, w pracy [CV86], pojawil sie algo-
rytm znajdujacy MIS w cyklu, w czasie O(log* n). Jak wida¢, zlozono$é problemu MIS
dla cyklu mozna wyznaczy¢ dokladnie (z doktadnoscia do stalego czynnika), co zdarza
sie bardzo rzadko.

Jedli graf komunikacyjny ma staly maksymalny stopien, to okazuje sie, ze wiele
klasycznych funkcji grafowych, a mianowicie: MIS, maksymalne skojarzenie, (A + 1)-
kolorownie wierzchotkowe, a nawet A-kolorownie wierzchotkowe, daje sie obliczy¢ w cza-
sie O(log®n), gdzie n jest liczba wierzchotkéw, a ¢ stala niezalezna od n, tj w czasie
poli-logarytmicznym.

Sytuacja zmienia sie, gdy nie stawiamy zadnych ograniczei wobec maksymalnego
stopnia grafu komunikacyjnego. Dla nastepujacych probleméw: MIS, (A+ 1)-kolorownie
wierzchotkowe, A-kolorownie wierzchotkowe, najlepsze znane deterministyczne algorytmy
dzialaja w raczej dltugim czasie O(ne(”))7 gdzie €(n) jest funkcja powoli zbiezna do zera
(e(n) = 1/4/logn). Rozwiazania te opieraja si¢ na redukcji do problemu obliczania
tzw (ne(”),ne(”))—dekonrlpozycji7 ktéra mozna znalezé przy pomocy bardzo zlozonego,



deterministycznego algorytmu dziatajacego w czasie O(no(e(”))) [PS96]. Z drugiej strony
O(A)-kolorowanie wierzchotkowe (z duzym stalym czynnikiem przy A) mozna obliczy¢
deterministycznie w niezwykle krétkim czasie O(log™ n), co zostalo pokazane w pracy
[MP00], jednak kosztem bardzo czasochlonnych obliczen lokalnych.

Dla wspomnianych wyzej funkeji grafowych istnieja proste losowe algorytmy, dzia-
lajace w poli-logarytmicznym czasie, ktére czesto sa kopia algorytméw dla maszymy
PRAM. Takze (logn,logn)-dekompozycje mozna obliczyé¢ losowo w czasie O(log®n)
[LS93]. Przy pewnych dodatkowych zalozeniach, algorytmy losowe potrafia byé bardzo
szybkie: przykladowo istnieje mozliwos¢ obliczania kolorowania krawedziowego (1+¢)A-
kolorami, dla malego €, w czasie O(loglogn) [GP97].

Przedstawimy teraz definicje potrzebne, aby bardziej precyzyjnie opisa¢ zawartosé
niniejszej pracy. Oczywiscie bedziemy, w miare mozliwosci, uzywaé tradycyjnej termi-
nologii zaczerpnietej z teorii graféw. Dwie krawedzie grafu nazywamy incydentnymi,
jesli maja wspdlny koniec. Podgraf nazywamy skojarzeniem, jedli zadne dwie krawedzie
tego podgrafu nie sa incydentne. Méwimy, ze wierzcholek jest skojarzony, jedli jest
koricem pewnej krawedzi nalezacej do skojarzenia. Skojarzenie nazywamy maksymal-
nym (skrét MM = Maximal Matching), jesli kazdy wierzcholek grafu jest albo skoja-
rzony, albo wszyscy jego sasiedzi sa skojarzeni (zauwazmy, ze nie chodzi tu o skojarzenie
o najwiekszej mozliwej liczbie krawedzi).

W rozdziale drugim pracy zostanie przedstawiony rozproszony, synchroniczny i de-
terministyczny algorytm znajdujacy MM w czasie O(log4 n). Jest to pierwszy rozpro-
szony algorytm znajdujacy MM w czasie poli-logarytmicznym. Gléwna zasada dzialania
tego algorytmu jest czesciowo wzorowana na algorytmie znajdujacym MM na maszynie
PRAM [IS86]. Polega ona na konstruowaniu ciagu coraz mniejszych podgraféw, ktérych
stopnie ”dziela sie przez dwa”, dzieki czemu na koricu otrzymuje sie podgraf stalego stop-
nia, zawierajacy wiekszosé¢ wierzchotkéw grafu wejsciowego, ktéry mozna zamieni¢ na
”duze” skojarzenie. Problem polega jednak na tym, ze niektdre funkcje grafowe mozna
szybko obliczy¢ na maszynie PRAM, natomiast nie da sie tego zrobié¢ (w czasie poli-
logarytmicznym) w rozproszonym modelu obliczen. Przykladem takiej funkeji jest cykl
Eulera (a wlagnie cyklami Eulera postugiwali sie Israeli i Siloach w swoim algorytmie).

Pierwsza wersja omawianego algorytmu, ktéra ukazala sie w [HKP98], dzialala w
czasie O(log7 n), nastepnie rozmaite elementy algorytmu zostaly ulepszone, dzieki czemu
czas dzialania spadt do O(log? n) [HKP99], [HKP01]. Wydaje si¢, ze tego rezultatu nie
da sie poprawié, o ile gléwna zasada dzialania algorytmu nie zostanie zmieniona.

Zauwazmy, ze skojarzenie w grafie mozna zdefiniowaé¢ jako podgraf, ktérego wierz-
cholki maja stopnie mniejsze lub réwne 1. Pojecie to mozna wiec w naturalny sposéb
uogdlni¢ do tzw f-skojarzen: wierzcholki grafu maja przyporzadkowane pojemnosci f(v)
- sa to dowolne liczby naturalne. Podgraf nazywamy f-skojarzeniem, gdy stopnie jego
wierzcholtkéw sa mniejsze lub réwne od swoich pojemnosci. Jesli pewien wierzcholek ma
stopien w f-skojarzeniu réwny pojemnosci, to taki wierzcholek nazywamy nasyconym.
f-skojarzenie nazywamy maksymalnym (skrét MfM = Maximal f-Matching), gdy kazdy
wierzcholek grafu jest albo nasycony, albo wszyscy jego sasiedzi sa nasyceni. Mozemy
wiec postawi¢ problem znajdowania MfM, dla dowolnych pojemnosci, w rozproszonym
modelu obliczeri. Dodatkowo, mozemy zada¢ pytanie czy problem MfM jest obliczeniowo
trudniejszy od problemu MM.



W rozdziale trzecim przedstawimy rozproszony, synchroniczny i deterministyczny al-
gorytm znajdujacy maksymalne f-skojarzenie w czasie O(log4nlog* n), a wiec tylko o
czynnik log*n gorszym niz w przypadku ”zwyklych” maksymalnych skojarzen, gdzie
log*n = min{i : log®@n < 1} a log'? n oznacza i-krotne zlozenie operacji logaryt-
mowania. Funkcja log™n przyjmuje bardzo male wartosci, tak wiec mozemy powiedzieé,
ze problem MfM nie jest obliczeniowo trudniejszy od problemu MM, w rozproszonym
modelu obliczen.

W algorytmie znajdujacym MfM pojawiaja sie pewne calkiem nowe zagadnienia,
specyficzne dla f-skojarzen, na przykiad te z ktérymi boryka sie procedura ZAMIANA.
Oprécez tego, problem MfM wymusil zastosowanie pewnych rozwiazari, ktére okazaly sie
przydatne takze w algorytmie znajdujacym MM (za przyklad moze tu postuzyé pojecie
bloku) i ktére przyczynily sie do zmniejszenia czasu dzialania tamtego algorytmu, lub
pozwolilty na bardziej ogdlne sformulowanie niektérych procedur, umozliwiajace natu-
ralne przejscie od skojarzen do f-skojarzen.



2 Algorytm znajdujacy maksymalne skojarzenie.

2.1 Definicje i ogdélny opis algorytmu.

Przedstawimy teraz definicje i oznaczenia, ktére beda uzywane w calej pracy.

Grafem GG nazywamy pare (V, E), gdzie V jest zbiorem wierzcholkéw, a E zbiorem
krawedzi. Bedziemy rozpatrywac jedynie tzw grafy proste, czyli nie posiadajace wielokrot-
nych krawedzi miedzy dwoma wierzcholami oraz nie posiadajace petli, czyli krawedzi
taczacych jeden wierzcholek. Zbiér wierzchotkéw i krawedzi grafu GG bedziemy oznaczaé
przez V(G) i E(G). Stopien wierzcholtka v w grafie G bedziemy oznaczaé przez dg(v).
Graf dwudzielny, ktérego krawedzie tacza zbiory wierzchotkéw L i R, bedziemy oznaczaé
przez G . Stopieil wierzcholka v w grafie G'rr bedziemy oznaczaé przez dg, ,(v) lub
krécej przez dg(v), o ile nie prowadzi to do nieporozumien.

Przypomnijmy, ze dwie krawedzie grafu nazywamy incydentnymi, jesli maja wspdlny
koniec. Krawedz jest incydentna do wierzcholka v, jedli jeden z jej koncéw to v. Krawedz
jest incydentna do podgrafu, jedli jest incydentna do pewnego wierzcholka tego pod-
grafu. Podgraf nazywamy skojarzeniem, jesli zadne dwie krawedzie tego podgrafu nie
sa incydentne. Wierzcholek nazywamy skojarzonym, jesli jest koficem pewnej krawedzi
nalezacej do skojarzenia. Skojarzenie nazywamy maksymalnym (skr6t MM), gdy kazdy
wierzcholek jest albo skojarzony, albo wszyscy jego sasiedzi sa skojarzeni.

Nasze algorytmy bedziemy zapisywaé w jezyku, ktéry mozna by nazwaé ”jezykiem
procedur synchronicznych”. Procedury synchroniczne maja nastepujaca ceche: jesli w
danym momencie, pewien procesor wykonuje procedure X, to wszystkie inne procesory
takze wykonuja procedure X . Istnieja procedury synchroniczne elementarne i nieelemen-
tarne, przy czym procedura nieelementarna sklada sie z ciagu wywolan innych proce-
dur synchronicznych (elementarnych i nieelementarnych). Wywolania procedur elemen-
tarnych sa zazwyczaj zastapione opisem efektu ich dzialania. Zauwazmy, ze wywolanie
procedury synchronicznej mozna traktowaé jako pewna globalna operacje na grafie, mimo
ze w rzeczywistosci procedura ta jest wykonywana przez wszystkie procesory grafu ko-
munikacyjnego.

Przejdziemy teraz do ogdlnego omoéwienia algorytmu opisanego w tym rozdziale. Ty-
powy algorytm znajdujacy MM sktada sie z petli, w ktérej znajduje sie "dobre” skojarze-
nie, a nastepnie wykonuje sie "modyfikacje” grafu, polegajaca na usunieciu krawedzi tego
skojarzenia wraz ze wszystkimi krawedziami incydentnymi do skojarzenia. Maksymalne
skojarzenie to suma wszystkich skojarzen znajdowanych w kolejnych iteracjach petli. W
opisanym w tym rozdziale algorytmie "dobre” skojarzenie to skojarzenie koszace, ktére
definiujemy nastepujaco:

Definicja 2.1 Skojarzenie (lub dowolny podgraf) nazywamy koszacym, jesli jest do
niego incydentny staly procent wszystkich krawedzi grafu, czyli przynajmniej u|F(G)|
krawedzi gdzie u € (0,1).

Przedstawimy teraz formalny zapis procedury SKOJARZENIE, znajdujacej skojarze-
nie maksymalne w dowolnym grafie. Zakladamy, ze dysponujemy procedura KOSZACE,
znajdujaca skojarzenie koszace w dowolnym grafie, w czasie O(log3 n).



PROCEDURA SKOJARZENIE
1. A:==1
2. Powtérz O(logn) razy:

(a) Uruchom procedure Koszack, ktéra znajdzie skojarzenie koszace M.

(b) Usun z grafu krawedzie skojarzenia M, wraz ze wszystkimi krawedziami in-
cydentnymi do M.

() Ac=AUM

3. Zbior krawedzi A jest rezultatem dziatania tej procedury.

Twierdzenie 2.2 Procedura SKOJARZENIE znajduje MM w dowolnym grafie, w czasie
O(log* n).

Dowdéd Poniewaz procedura KoszZACE wymaga O(log3 n) rund, to czas dzialania pro-
cedury SKOJARZENIE mozemy oszacowaé przez O(log" n).

Zbiér A jest oczywiscie skojarzeniem w kazdej iteracji petli oraz po jej zakonczeniu,
dzieki punktowi 2(b) procedury. W kazdej iteracji petli, liczba krawedzi grafu zmniejsza
sie o staly procent. Tak wiec po O(logn) iteracjach wszystkie krawedzie grafu powinny
zniknac.

Zauwazmy, ze jesli usuniemy krawedzie pewnego skojarzenia, wraz z incydentnymi do
tego skojarzenia, i okaze sie ze po takiej operacji w grafie nie pozostala zadna krawedz, to
wynika stad, ze skojarzenie bylo maksymalne. Gdybyémy, w punkcie 3 procedury, usuneli
z grafu wejsciowego krawedzie skojarzenia A wraz z incydentnymi do A, to pociagnetoby
to za soba znikniecie wszystkich krawedzi, zatem A jest skojarzeniem maksymalnym.

\%

2.2 Znajdowanie skojarzenia koszacego w dowolnym grafie.

Pokazemy teraz, jak znalezé skojarzenie koszace w dowolnym grafie.

Zakladamy, ze dysponujemy procedura KOszACEDWUDZIELNE, znajdujaca skojarze-
nie koszace w grafie dwudzielnym Gpg, w czasie O(log® n). Procedura ta wymaga aby
wszystkie wierzchotki grafu Gy ”wiedzialy” w ktérym ze zbioréw sie znajduja: w zbiorze
L, czy w zbiorze R.

Bedziemy sie starali skonstruowaé¢ w pewien sposéb graf dwudzielny i uruchomié w
nim procedure KoszaCEDWUDZIELNE. W tym celu wprowadzamy w grafie wejsciowym
orientacje krawedzi, czyli "rysujemy” na krawedziach strzalki, a nastepnie rozszczepia-
my kazdy wierzcholek na dwa peczki, z wchodzacymi i wychodzacymi strzalkami. Te
operacje, z punktu widzenia pojedyficzego wierzcholka, pokazano na rysunku 1 (strona
8).

Graf dwudzielny, jaki otrzymamy w wyniku rozszczepiania, ma po lewej stronie wierz-
cholki z wychodzacymi strzatkami, a po prawej z wchodzacymi strzatkami. Na rysunku
2 (strona 9) pokazano jak uzyskuje sie graf dwudzielny, na przykladzie grafu o pieciu
wierzcholkach.



wierzchotek v
po rozszczepieniu na 2 peczki
z wchodzacymi i wychodzacymi strzatkami

Rysunek 1: Rozszczepianie na 2 peczki.

W otrzymanym grafie dwudzielnym uruchamiamy procedure KoszACEDWUDZIELNE,
ktéra znajduje w nim skojarzenie koszace. Nastepnie oba peczki kazdego wierzchotka sa
”sklejane”. Niestety, moze sie zdarzy¢, ze oba peczki pewnego wierzchotka byly skoja-
rzone, tak wiec po sklejeniu nie otrzymamy skojarzenia, a jedynie podgraf z maksymal-
nym stopniem wynoszacym dwa, czyli cykle i Sciezki. Sklejanie par peczkéw i mozliwosé
powstawania wierzcholkéw ze stopniem dwa, pokazano na rysunku 3 (strona 10).

Dzieki temu, ze skojarzenie w grafie dwudzielnym bylo koszace, cykle i $ciezki takze
sa koszace, czyli jest do nich incydentny staly procent wszystkich krawedzi grafu. W
kolejnym kroku musimy zamieni¢ koszace cykle i éciezki na skojarzenie koszace. Operacje
te, pokazana na rysunku 4 (strona 10), wykonujemy w dwéch etapach:

1. W cyklach i Sciezkach (bez koficowych krawedzi) wyznacza sie skojarzenie maksy-
malne, ktérego krawedzie usuwa sie z cykli i éciezek. Pozostaja wiec z nich same
(izolowane) krawedzie i pary krawedzi.

2. Kazda para krawedzi usuwa jedna ze swoich krawedzi, te z mniejszym stopniem na
koticu.

Otrzymujemy w ten sposéb skojarzenie, i jak latwo udowodnié, jest to skojarzenie
koszace. Teraz przedstawimy formalny zapis procedury KoszAcCE, znajdujacej skojarze-
nie koszace w dowolnym grafie.

PrROCEDURA KOSZACE
1. Zorientuj krawedzie grafu w dowolny sposéb.

2. Rozszezep kazdy wierzcholek na 2 peczki: z wchodzacymi i z wychodzacymi strzatkami.

Otrzymasz graf dwudzielny, w ktérym po lewej stronie sa peczki z wychodzacymi
strzatkami, a po prawej z wchodzacymi.

3. W otrzymanym grafie dwudzielnym uruchom procedure K0szZACEDWUDZIELNE,
znajdujaca skojarzenie koszace.

4. Sklej oba peczki kazdego wierzcholka.
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Rysunek 2: Jak sie uzyskuje graf dwudzielny.

Otrzymasz podgraf ze stopniem maksymalnym 2, czyli cykle i sciezki, ktory oz-
naczamy przez C'. Niech C' oznacza podgraf grafu C' indukowany przez wierzcholki
stopnia 2.

5. WC znajdz skojarzenie maksymalne X, za pomoca procedury Cole’a i Vishkin’a

(patrz [CV86]).
Niech C" := C'\ X. Podgraf C’ sktada sie z (izolowanych) krawedzi i par krawedzi.

6. Dla kazdej pary krawedzi {v, u}, {u, w} z podgrafu C’, zaznacz krawedz {v, u} jesli
da(v) < dg(w), w przeciwnym wypadku zaznacz {u,w}.

Niech C” := C"\ 'Y, gdzie Y to zbiér zaznaczonych krawedzi.

7. Podgraf " jest wynikiem dziatania tej procedury.

Twierdzenie 2.3 Procedura KOszACE znajduje skojarzenie koszgce w dowolnym grafie,
w czasie O(log” n).
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Rysunek 3: Mozliwoéé powstawania wierzcholtkéw ze stopniem 2.

Y LN LYY
ST N

e W YW LWL VYWY

Rysunek 4: Zamiana koszacej sciezki na skojarzenie koszace.

Dowdéd W punkcie 5 procedury znajdujemy skojarzenie maksymalne w grafie C. Graf
C' to zbiér cykli i Sciezek, a wiec mozna znalezé MM we wszystkich jego skladowych, w
czasie O(log™ n). Procedura znajdujaca MM w cyklu lub w Sciezce, w czasie O(log™ n),
zostala opisana w pracy [CV86]. Czas dzialania procedury KoszAcCE jest wiec zdomi-
nowany przez czas dziatania procedury KoszaCEDWUDZIELNE, wywolywanej w punkcie
3, i wynosi O(log” n).

Niech Incyd(C) oznacza liczbe krawedzi incydentnych do podgrafu C'. Musimy
pokazaé, ze C" jest skojarzeniem koszacym. Podgraf ' sktada sie z cykli i éciezek. Pod-
graf C zawiera wszystkie skladowe grafu C', z tym ze éciezki sa pozbawione koncowych
krawedzi. Tak wiec, jesli w skladowych C znajdziemy MM i usuniemy ich krawedzie z
C, otrzymujac graf C’, to C" bedzie sie sktadaé¢ z krawedzi i par krawedzi, a ponadto

V(C") bedzie réwne V (C'). Stad wynika, ze:
Incyd(C") = Incyd(C)

Graf C” powstaje z grafu C’, w ten sposdb, ze kazda para krawedzi usuwa jedna ze
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swoich krawedzi. Ze sposobu usuwania tych krawedzi wynika, ze:
1 1 !
Incyd(C") > §Incyd(C)

Tak wiec C" jest skojarzeniem koszacym w grafie wejéciowym, gdyz C' bylo koszace.

\%

2.3 Znajdowanie skojarzenia koszacego w grafie dwudzielnym.

Pokazemy teraz, jak znalezé skojarzenie koszace w grafie dwudzielnym Grp, w cza-
sie O(log3 n). Zbiory L i R bedziemy niekiedy nazywa¢ lewa i prawa strona grafu.
Zakladamy, ze kazdy wierzcholek wie, po ktérej stronie grafu sie znajduje.

Dzielimy graf dwudzielny na podgrafy, zwane D-blokami:

Definicja 2.4 Niech A := {v € L : dg(v) € (D/2, D]} oraz niech B bedzie zbiorem
wszystkich sgsiadow wierzchotkow ze zbioru A. Podgraf Q ap grafu Gpr, skladajgcy sie
ze wszystkich krawedzi Grpr incydentnych do zbioru A, nazywamy D-blokiem.

Zbiér D-blokéw z parametrami: D := n,n/2,n/4,...,1 stanowi podzial grafu Gpr
na roztaczne krawedziowo podgrafy. Bedziemy go nazywaé wektorem blokéw. Dwa
bloki moga mie¢ wspdlne wierzcholki po prawej stronie. Jesli roztaczymy bloki, tak aby
staly sie (izolowanymi) skladowymi, to wspélne wierzcholki po prawej stronie zostana
rozszczepione na peczki, po jednym dla kazdego bloku, jak to pokazano na rysunku 5
(strona 11).

2<d<=4 | Og Os
4-blok
/ <— wierzchotek rozszczepiony
. na peczki, z powodu
5 fOZ'ElCZONS bloki roztaczania blokéw
1<d(v)<=2 Oé \
2-blok /O
L R

Rysunek 5: Rozlaczanie blokéw.

Zakltadamy, ze dysponujemy procedura BLOK, znajdujaca skojarzenie koszace w po-
jedyticzym bloku, w czasie O(log3 n). Aby znalezé skojarzenie koszace w grafie G'rp
roztaczamy bloki, a nastepnie uruchamiamy w nich procedure BLOK (we wszystkich
blokach réwnoczesénie). Procedura ta znajduje skojarzenia koszace w kazdym bloku.
Jedli w kazdym bloku mamy skojarzenie, to po zlaczeniu blokéw moga powstaé gwiazdy
z wysokim stopniem po prawej stronie, tak jak to pokazano na rysunku 6 (strona 12).
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powstawanie gwiazdy
po ztgczeniu blokéw

Rysunek 6: Powstawanie gwiazdy po zlaczeniu blokéw.

Otrzymany po zlaczeniu blokéw zbiér gwiazd jest oczywiscie koszacy. Nalezy wiec
zamieni¢ zbidér gwiazd na skojarzenie zachowujac wlasnoéé koszenia. Przypusémy ze
mamy gwiazde z wierzcholkiem wysokiego stopnia v € R i pozostalymi wierzcholami
V1, U2, ..., Ug; v; € L. Kazdej krawedzi vv; przyporzadkowujemy wage dg/(v;). Zauwazmy,
ze waga jednej z krawedzi gwiazdy jest wieksza od sumy wag pozostalych krawedzi
gwiazdy, gdyz naleza one do réznych blokéw i ich wagi sa, w przyblizeniu, réznymi
potegami liczby 2. Oznacza to, ze jesli z kazdej gwiazdy pozostawimy najciezsza krawedz,
to otrzymamy skojarzenie koszace, gdyz zbioér gwiazd byl koszacy.

Przedstawimy teraz formalny zapis procedury KoszACEDWUDZIELNE, znajdujacej
skojarzenie koszace w grafie dwudzielnym Grp, w czasie O(log3 n):

PROCEDURA KO0OSZACEDWUDZIELNE
1. Rozlacz bloki wektora blokéw.

2. W rozlaczonych blokach uruchom (réwnolegle !) procedure BLOK, znajdujaca sko-
jarzenie koszace w bloku.

3. Zlacz bloki wektora blokéw. Otrzymasz koszacy zbiér gwiazd, utworzony z krawedzi
nalezacych do skojarzen.

4. Dla kazdej gwiazdy z wierzchotkami v, vy, ..., vg, gdzie v € R, v; € L, zaznacz
krawedz {v, v;}, z najwiekszym dg(v;).

5. Zbior zaznaczonych krawedzi jest wynikiem dziatania tej procedury.
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Twierdzenie 2.5 Procedura KoszaCEDWUDZIELNE znajduje skojarzenie koszqce w grafie
dwudzielnym, w czasie O(log® n).

Dowdd Crzas dziatania procedury KoszaCEDWUDZIELNE jest zdominowany przez czas
dziatania procedury BLOK, wywolywanej w punkcie 2, i wynosi O(log3 n). Musimy
jeszcze pokazad, ze krawedzie zaznaczane w punkcie 4 procedury, sa skojarzeniem koszacym.

Oznaczmy zbiory A blokéw, wchodzacych w sktad wektora blokéw, przez: Ag, A1, ...,
Ajogn W taki sposéb, ze jedli v € A; to dg(v) € (n/2+1 n/2Y. Weimy pod uwage po-
jedyticza gwiazde ze zbioru gwiazd, jaki powstaje w punkcie trzecim procedury. Gwiazda
ta ma wierzcholek z "duzym” stopniem v € R oraz wierzchotki: vy, vq,...,v5 v; € L.
Wierzcholki v; naleza do (réznych) zbioréw A; , A, ..., Aj, gdzie j; < j3 < ... < ji.
Zauwazmy, ze:

Zaznaczmy krawedz vv;. Do zaznaczonej krawedzi bedzie incydentna przynajmnie]j %
krawedzi grafu Grp, ktére byly incydentne do calej gwiazdy. Tak wiec, jedli te oper-
acje wykonamy ze wszystkimi gwiazdami, to zaznaczone krawedzie beda skojarzeniem
koszacym, gdyz zbiér gwiazd byl koszacy.

\Y%

Pokazemy teraz jak znajduje sie skojarzenie koszace w pojedyniczym bloku. Okazuje
sie, ze pojedyniczy blok stanowi wygodne srodowisko do znajdowania skojarzenia koszacego,
gdyz jesli znajdziemy w nim tzw spanner, to bardzo latwo bedzie go mozna ”zamieni¢”
na skojarzenie koszace. Wprowadzmy oznaczenia: [(S) :==V(S)N A, r(S) =V (S)N B,
gdzie S jest podgrafem grafu Q) 4p, bez wierzchotkéw izolowanych.

Definicja 2.6 Podgraf S D-bloku Qg nazywamy spannerem, jesli spetnia nastepujgce
warunki:

o |[(9)| > uo|A| gdzie ug jest stalg niezaleing od n, ug € (0, 1)
o Yo e l(S) :1<ds(v) <ep gdzie ¢y jest stalg
o Vver(S) :ds(v) <cdg(v)f +1

Zakladamy, ze dysponujemy procedura SPANNER, znajdujaca spanner w pojedyiiczym
bloku, w czasie O(log®n). Zauwazmy, ze trzeci punkt definicji spannera powoduje, ze
znajdowanie spannera nie jest zadaniem trywialnym: podgraf wyznaczony w ten sposob,
ze kazdy wierzchotek ze zbioru A wybiera jedna krawedz prawdopodobnie nie jest span-
nerem.

Jedli znalezlismy spanner w bloku, to mozemy go zamienié¢ na skojarzenie usuwajac
”"nadmiarowe” krawedzie najpierw z lewej, a potem z prawej strony bloku. W Twierdze-
niu 2.7 udowodnimy, ze skojarzenie to jest koszace. W dowodzie tego twierdzenia
pokazuje sie, ze: 7 po lewej lub po prawej stronie bloku, suma stopni skojarzonych wierz-
cholkéw stanowi staly procent liczby wszystkich krawedzi bloku”.

Ponizej przedstawiamy formalny zapis procedury BLOK, znajdujacej skojarzenie koszace
w pojedynczym D-bloku Q4p5:
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PROCEDURA BLOK

1. Znajdz w D-bloku spanner S, przy pomocy procedury SPANNER.

2. Niech kazdy wierzcholek ze zbioru A zaznaczy jedna (dowolnie wybrana) krawedz,
spoérdd incydentnych do siebie krawedzi podgrafu S.
Niech P bedzie podgrafem indukowanym przez zaznaczone krawedzie.

3. Niech kazdy wierzcholek ze zbioru B zaznaczy jedna (dowolnie wybrang) krawedz,
spoérdd incydentnych do siebie krawedzi podgrafu P.

Niech M bedzie podgrafem indukowanym przez zaznaczone krawedzie.

4. Podgraf M jest wynikiem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 2.7 Procedura BLOK znajduje skojarzenie koszgce w pojedyriczym bloku,
w czasie O(log” n).

Dowdd Czas dziatania procedury BLOK jest zdominowany przez czas dzialania pro-
cedury SPANNER, wywolywanej w punkcie 1, i wynosi O(log®n). Podgraf M, bedacy
wynikiem dziatania procedury BLOK, jest oczywiscie skojarzeniem. Pozostaje udowodnié,
ze M jest skojarzeniem koszacym.

Uzywamy oznaczen z procedury BLOK. O podgrafie P wiemy, ze:

o |[(P)] > uo|A| gdzie ug € (0,1)

o Vo el(P):dp(v)=1

e Ve r(P): dp(v) < cdg(v)f+1

Niech m oznacza liczbe wszystkich krawedzi bloku, niech u; € (0,1). Rozwazmy dwa

przypadki:

L. Z’UET’(P) dQ(U) Z urm
Wiemy, ze r(M) = r(P), tak wiec M jest koszacy.

2. Yver(p) do(v) <uam
Zauwazmy, ze:

(M) = ((P)] = > (dp(v) = 1)

ver(P)

gdyz kazdy wierzcholek z r(P) usuwa dp(v) — 1 krawedzi, a ponadto wiemy ze P
jest zbiorem gwiazd. Mozemy dalej szacowaé:

1

(P = Y (dp(v) = 1) > uolA[ = Y (erdg(v) ) 2
ver(P) ver(P)
ol Al — % S dg(v) > uolA| - %ulm >
ver(P)

C
uo|A| — 51u1D|A| = (up — cyur)|A| = ug| Al

Stata w1 musi byé dobrana tak, aby us := ug — ¢yu; bylo wieksze od zera.
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Tak wiec:

|Z(M)| Z u2|A| , U2 € (07 1)

Wierzcholki po lewej stronie bloku (zbiér A) maja stopnie w przedziale (D /2, D],
zatem M jest koszacy.

\%

2.4 Znajdowanie spannera w pojedynczym bloku.

Teraz pokazemy jak znalezé spanner w pojedyniczym D-bloku Q) 4p, w czasie O(log3 n).

Definicja 2.8 Niech Vyur: @ Viyiepar: bedg zbiorami wierzchotkow z parzystymi i niepa-
rzystymi stopniami, w grafie dwudzielnym G 4. Podgraf G’ grafu G 4p nazywamy dosko-
nalym splitterem, jesli Vv € Viicpars : dgr(v) = %dg(v) + % lub dey(v) = %dg(v) — %,
oraz Yv € Vpgp, t dey(v) = %dg(v).

Gdybyémy, w (log D — ¢)-iteracjach, znajdowali doskonaly splitter w bloku i usuwali
jego krawedzie z bloku, to na koiicu otrzymalibydmy podgraf S, majacy nastepujace
wlasnoéci:

(a) Vo e l(S)=A:1<ds(v) <er, (b)Vver(S)C B:ds(v) <ecdg(v)g+ 1,

gdzie ¢ i ¢; sa stalymi, ktéry oczywiscie jest spannerem.

Autorzy pracy [IS86], w ktérej opisany jest algorytm znajdujacy MM na maszy-
nie PRAM, znajdowali doskonaly splitter przy pomocy cykli Eulera. Niestety, w mod-
elu rozproszonym znajdowanie cykli Fulera w czasie mniejszym od érednicy grafu jest
niemozliwe, jak to pokazano w [Pa]. Zastanowimy sie teraz, czy jest mozliwe istnie-
nie innej metody znajdowania doskonalego splittera. Doskonaly splitter w parzystym
cyklu to po prostu kolorowanie krawedzi cyklu dwoma kolorami, na przemian. Mozna
latwo udowodnié, ze znalezienie takiego kolorowania wymaga czasu proporcjonalnego do
dhugosci cyklu. Tak wiec, w grafie zawierajacym skltadowa, bedaca dtugim parzystym cyk-
lem, nie mozna znalezé doskonalego splittera, w krotkim czasie. Ponizszy fakt dowodzi,
ze nie jest to mozliwe takze w grafach bez takiej sktadowej (dowdd tego faktu znajduje
sie na koicu rozdziatu):

Fakt 2.9 Dia r := 4k + 2 oraz n := 4l(r + 1), gdzie k i | s¢ dowolnymi liczbami
calkowitymi, istnieje graf r-regularny na n wierzcholkach, w ktorym znalezienie doskona-
tego splittera wymaga czasu Q(n/r), w rozproszonym, synchronicznym modelu obliczen.

Tak wiec musimy zadowoli¢ sie znajdowaniem przyblizonego splittera, rozumianego
jako graf, w ktérym ”prawie wszystkie” wierzcholki maja stopien ”"réwny w przyblizeniu”
%dQ(v). Doktadniej, w pierwszej iteracji, przyblizony splitter bedzie mial przynajmniej
(1 - @)|A| wierzcholkéw, ze stopniem w przedziale (1 + @)d@(@). W Twierdze-
niu 2.13 udowodnimy, ze przyblizony splitter jest wystarczajaco silnym narzedziem,
aby znalez¢ spanner (oczywiscie zbior [(S) bedzie jedynie stala frakcja A, podczas gdy
uzywajac doskonalego splittera mielibysmy [(S) = A).

Aby znalez¢ przyblizony splitter postepujemy nastepujaco: kazdy wierzchotek ”roz-

szczepia sie” na peczki stopnia 2 oraz, jesli to konieczne, jeden peczek stopnia 1. Oper-
acje te pokazano na rysunku 7 (strona 16).
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Rysunek 7: Rozszczepianie na peczki stopnia dwa.

Po rozszczepieniu wszystkich wierzcholtkéw otrzymujemy zbiér cykli i éciezek, ktory
bedziemy nazywal 2-dekompozycja. Kazdy peczek zachowuje sie jakby byl osob-
nym procesorem, podczas gdy w rzeczywistoéci obliczenia wykonywane przez peczki
pojedynczego wierzchotka sa wykonywane przez wierzcholek zawierajacy te peczki. Na
2-dekompozycji mozemy uruchomié¢ dowolna procedure wymagajaca, aby graf komunika-
cyjny byl cyklem lub $ciezka.

Skojarzenie w $ciezce nazywamy prawie doskonalym (skrét nPM = near Perfect
Matching), jesli wszystkie wierzcholki Sciezki, za wyjatkiem co najwyzej kofcow, sa
skojarzone. Gdybyémy potrafili znajdowaé nPM-y w skladowych 2-dekompozycji, to
moglibyémy znalez¢ doskonaly splitter, gdyz kazdy peczek stopnia 2 mialby dokladnie
jedna krawedz nalezaca do nPM-u. Poszczegdlne kroki, jakie nalezaloby wykonaé, pokazano
na rysunku 8 (strona 17).

Niestety, znajdowanie nPM-6w w skladowych 2-dekompozycji wymaga czasu propor-
cjonalnego do érednicy tych skladowych, ktéra moze byé bardzo duza. Musimy wiec
postapi¢ inaczej. Skladowe 2-dekompozycji dzielimy na dwie grupy. Skladowa nazy-
wamy dluga, jesli jej dlugosé jest wieksza lub réwna od ¢ := 100log® n, w przeciwnym
wypadku nazywamy ja krétka. Spéjny podgraf skladowej 2-dekompozycji nazywamy
segmentem.

W kazdej krétkiej sktadowej mozemy znalezé nPM, w czasie O(f). W kazdej dlugiej
sktadowej znajdujemy "nPM-y w segmentach”, przy czym kazdy segment ma dlugoéé
wieksza lub réwna od €. Granice segmentdéw znajduja sie na wierzcholkach, co pokazano
na rysunku 9 (strona 18).

Okazuje sie, ze "nPM-y w segmentach, o dlugosci wiekszej lub réwnej od £ mozna
znalez¢ w czasie O((), przy pomocy procedury DELUGIESTRZALKI, wykorzystujac 2-
kolorowanie wierzchotkowe, jakie posiadaja wszystkie sktadowe (to 2-kolorowanie pochodzi
od dwudzielnego bloku), co zostanie dokladnie oméwione pézniej.

Mozemy teraz precyzyjnie zdefiniowaé przyblizony splitter jako podgraf zlozony
z krawedzi nPM-6w w krétkich skltadowych oraz z krawedzi "nPM-6w w segmentych”
dhigich skladowych 2-dekompozycji.

Oczywidcie peczki graniczne segmentéw moga mie¢ zero lub dwie krawedzie nalezace
do przyblizonego splittera, dlatego takie peczki nazywamy zlymi peczkami, a ich
krawedzie (tj krawedzie incydentne do granic segmentéw) nazywamy zltymi krawedziami.
Krawedzie, ktore nie sa zle bedziemy nazywaé¢ dobrymi. Wierzcholki, ktére posiadaja
duzo ztych peczkdéw, beda mialy zbyt duzy lub zbyt maly stopien w przyblizonym split-
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Graf wejsciowy Cykle i sciezki
czyl nPM-y w sktadowych 2-dekompozyciji
wszystkie wierzchotki zostaly 2-dekompozycja

rozszczepione na peczki

4. 5.
Zaznaczone krawedzie to Po usunieciu krawedzi doskonatego splittera
"doskonaty splitter" kazdy wierzchotek

"podzielit stopien przez dwa"

Rysunek 8: Powstawanie doskonalego splittera.
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zaznaczone krawedzie to
"nPM-y w krétkich skfadowych"

J

Krétkie sktadowe 2-dekompozyciji: (O e e e S ———()
zte krawedzie Zle krawedzie
. . zaznaczone krawedzie to
Diugie sktadowe 2-dekompozyciji: "nPM-y w segmentach”

granica segmentow segment

Rysunek 9: nPM-y w krétkich i dlugich skltadowych.

terze. Takie wierzchotki nazywamy niedopuszczalnymi.

Definicja 2.10 Wierzcholek v € A nazywamy dopuszczalnym, jesli liczba incydent-
nych do niego zlych krawedzi jest mniejsza lub réwna od dg(v)/p, gdzie p :=logn. W
przeciwnym wypadku wierzcholek nazywamy niedopuszczalnym.

Jedli segmenty sa dostatecznie dlugie, to zlych peczkéw musi byé malo i wiekszoéé
wierzcholkéw, to wierzchotki dopuszczalne. Jak sie okaze, po znalezieniu przyblizonego
splittera, prawie wszystkie wierzcholki sa dopuszczalne.

Jednym z powoddéw, dla ktérych blok musi byé grafem dwudzielnym jest to, ze
bez tego zalozenia podczas rozszczepiania wierzchotkéw mogloby powstaé¢ bardzo duzo
krotkich nieparzystych cykli np trojkatow. Kazdy tréjkat musi zawierac jeden zly peczek.
Tak wiec mielibysmy duzo zlych peczkéw i duzo niedopuszczalnych wierzcholkéw.

Aby znalez¢ spanner bedziemy, w (log D — ¢) iteracjach, znajdowaé przyblizony split-
ter 1 usuwacé jego krawedzie oraz zle krawedzie. W kolejnych iteracjach mamy wiec do
czynienia z coraz mniejszymi podgrafami, z ktérych ostatni jest spannerem. Usuwanie
zlych krawedzi ma na celu niedopuszczenie do pojawienia sie zbyt duzych stopni w tych
podgrafach.

Teraz przedstawimy formalny zapis procedury SPANNER, znajdujacej spanner w D-
bloku Q 4, w czasie O(log D log? n). Zakladamy, ze dysponujemy procedura SPLITTER,
ktéra zaznacza krawedzie przyblizonego splittera oraz zle krawedzie, w grafie podanym na
wejéciu, w czasie O(log? n). Stosujemy nastepujace oznaczenia: Qo := Qap, Py := A; Q;
to graf na poczatku j-tejiteracji, P; = {(Q;); Pj4+1 to zbiér wierzcholkéw dopuszezalnych,
po uruchomieniu procedury SPLITTER w j-tej iteracji; d;(v) = dg,(v).
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Rysunek 10: Pojedynczy blok.

PROCEDURA SPANNER
1. Dla 3 :=0,...,k— 1 gdzie k =log D — ¢, wykonaj:

(a) Uruchom procedure SPLITTER, ktéra zaznaczy krawedzie przyblizonego split-
tera oraz zle krawedzie w grafie ();.

(b) Niech do zbioru Pji; wejda wierzcholki zbioru Pj, ktére sa dopuszczalne, tj
maja co najwyzej d;(v)/p incydentnych zlych krawedzi.

(¢) Z grafu (); usun zaznaczone krawedzie (zaréwno krawedzie przyblizonego
splittera jak i zle krawedzie) oraz usuil wierzcholki ze zbioru P; \ Pj4;. Graf,
jaki otrzymamy, oznaczamy przez (J;41.

2. Graf Qg, traktowany jako podgraf QJo, jest wynikiem dzialania tej procedury.

Ponizej zdefiniowane zostana pojecia potrzebne, aby oméwié procedure SPLITTER.
Potem zostana przedstawione Fakty 2.11 1 2.12, analizujace pojedyfcza iteracje proce-
dury SPANNER (w ktérej jest wywolywana procedura SPLITTER). Nastepujace potem
Twierdzenie 2.13 dowodzi, ze procedura SPANNER znajduje podgraf speliajacy definicje
spannera.

Kazdy wierzcholek skladowej 2-dekompozycji posiada strzaltke, wskazujaca na jed-
nego (dowolnego) z dwéch sasiadéw. Zorientowany segment to zbiér kolejnych wierz-
chotkéw, ktéorych strzatki wskazuja w tym samym kierunku. W kazdej skladowej 2-
dekompozycji, strzatki wyznaczaja podzial na zorientowane segmenty, jak to pokazano
na rysunku 11 (strona 20).

Zakladamy, ze dysponujemy procedura DLUGIESTRZALKI, znajdujaca zorientowane
segmenty, z ktorych kazdy ma dlugos$é wieksza lub réowna od ¢, w czasie O(().
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Rysunek 11: Zorientowane segmenty.

Przypomnijmy, ze wszystkie sktadowe 2-dekompozycji bloku posiadaja 2-kolorowanie
wierzchotkowe, kolorami na przemian czarnym i bialym, gdyz blok Q4p jest grafem
dwudzielnym, a kolejne wierzcholki sktadowej znajduja sie raz po lewej, raz po prawej
stronie bloku. Tak wiec jesli znajdziemy w sktadowych zorientowane segmenty o dtugoéci
wiekszej lub réwnej od £, to bedzie je mozna tatwo zamieni¢ na "nPM-y w segmentach, o
dhugosci wiekszej lub réwnej od £7. Mozna to zrobi¢ przyjmujac zasade, ze kazdy czarny
wierzcholek zaznacza krawedz, na ktéra wskazuje jego strzalka, a zaznaczone krawedzie
traktujemy jako krawedzie nPM-6w. Granice ”segmentéw zorientowanych” znajduja sie
na krawedziach. Dla kazdej takiej granicznej krawedzi, jeden z jej koficéw moze sie staé
granica "segmentéw z nPM-ami”, jak to pokazano na rysunku 12 (strona 20).

granica zorientowanych segmentow granica zorientowanych segmentéw
O—@ ! ® @ @ ‘ @ ®—O

]

granica segmentéw z nPM-ami granica segmentéw z nPM-ami

Rysunek 12: Powstawanie nPM-éw w segmentach.

Obecnie skoncentrujemy sie na dokladnym opisie procedury SPLITTER. Procedura
ta znajduje (zaznacza) w grafie krawedzie przyblizonego splittera oraz zle krawedzie, w
czasie O(log® n). Oto formalny zapis procedury SPLITTER:

PROCEDURA SPLITTER

1. Rozszczep kazdy wierzcholek grafu na peczki stopnia 2 (i ewentualnie jeden stopnia
1). Otrzymasz 2-dekompozycje grafu.

2. Uruchom procedure DEUGIESTRZALKI, ktdra znajdzie ”zorientowane segmenty, o
dlugoéci wiekszej lub réwnej od (7, gdzie £ := 100log?® n, w czasie O((), w kazdej
sktadowej 2-dekompozycji.
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3. W kazdej sktadowej 2-dekompozycji, niech kazdy czarny wierzcholek zaznaczy
krawedz, na ktéra wskazuje jego strzalka. Zaznaczone krawedzie tworza nPM-y
lub ”segmenty z nPM-ami”.

4. Krawedzie nPM-6w zaznacz jako krawedzie ”przyblizonego splittera”. Krawedzie
incydentne do granic "segmentéw z nPM-ami” zaznacz jako ”zle” krawedzie.

5. Zaznaczone krawedzie to wynik dzialania tej procedury.

Teraz przechodzimy do analizy dzialania procedury SPLITTER. W nastepnych dwéch
faktach opiszemy co sie dzieje ze stopniami dopuszczalnych wierzchotkéw, oraz z moca
zbioru takich wierzchotkéw, po pojedyficzym uruchomieniu procedury SPLITTER. W
dalszym ciagu bedziemy uzywaé oznaczen z procedury SPANNER, a ponadto niech A;
i 6; oznaczaja maksymalny i minimalny stopien wierzchotkéw zbioru P; w grafie @;.
Nastepny fakt méwi, ze stopien dopuszczalnych wierzchotkéw dzieli sie przez 2 prawie

dokladnie.

Fakt 2.11 Dlia kazdego v € Pjy;:

1 2 1
3 (1= ) 50 =1) S i) £ 5 45000 +1).
gdzie j jest numerem dowolnej iteracji procedury SPANNER. Prawa nierdowno$é jest
prawdziwa dla wszystkich v € V(Qj41).

Dowdd Niech e i e_ oznaczaja liczbe dobrych i zlych krawedzi incydentnych do wierz-
cholka v. Oczywiscie d;(v) = ex 4+ e_. Aby ograniczy¢ d;41(v) od géry, zauwazmy ze
najgorszy przypadek ma miejsce gdy v nie ma incydentnych zlych krawedzi. Dlatego
gdy d;41(v) jest nieparzyste i peczek stopnia 1 nie ma zaznaczonej krawedzi, to wtedy:

dis(0) € 5er +1) = 3(d5(0) + 1)

N | —

Jest to prawdziwe dla wszystkich v € V(Q;41).

Aby oszacowaé djiq1(v) z dolu zauwazmy, ze dopuszczalny wierzcholek v traci naj-
wieksza liczbe krawedzi, gdy wszystkie jego peczki stopnia dwa ze zla krawedzia, maja
druga krawedz nalezaca do przyblizonego splittera, przez co peczek traci obie krawedzie.
Mozemy wiec, dla wierzcholka z nieparzystym d;(v), oszacowac:

1 1 2
)2 5ler o =12 5 ((1- 2 ) dite) - 1)
poniewaz, z definicji wierzcholka dopuszezalnego, e < d;(v)/logn. ldee powyzszego
szacowania zilustrowano na rysunku 13 (strona 22).

\%

Nastepny fakt méwi, ze po uruchomieniu procedury SPLITTER, w j-tej iteracji pro-
. . . . LA
cedury SPANNER, prawie wszystkie wierzchotki ze zbioru P; sa dopuszczalne, o ile <+

J
jest ograniczone przez stala.
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_ zta krawedz

przyblizony splitter

Rysunek 13: Szacowanie d;41(v) z dotu; e_ =3, ey =8, d;11(v) = 2.

Fakt 2.12 Dla wszystkich iteracji 7 := 0,...,k — 1 procedury SPANNER, spelniony jest
nastepujgcy warunek:

2/100&)

P > 11—
Pl 2 1) (1 - 1505

Dowdd W j-tej iteracji procedury SPANNER jest uruchamiana procedura SPLITTER,
ktora, miedzy innymi, zaznacza niektére krawedzie grafu (); jako zte. Przypomnijmy, ze
Pj11 to zbiér wierzcholkéw dopuszezalnych. Niech N;i; bedzie zbiorem wierzchotkdw
niedopuszczalnych oraz niech be[N;4q] bedzie liczba zlych krawedzi incydentnych do

Nit1. Zauwazmy, ze |Piyq| = |P;| — | Nj41].

Dolne ograniczenie dla be[N;41] wynika z faktu, ze wierzcholki w N;;; maja, z
definicji, przynajmniej 6;/logn zlych krawedzi. Stad:

Ji
log n

be[Njq1] > |Nj11]

Przypomnijmy, ze nasz graf jest dwudzielny, tak wiec wszystkie cykle (w szczegdlnosci
krétkie) 2-dekompozycji maja parzysta dlugosé. Dlatego wszystkie zle krawedzie sa
incydentne do granic segmentéw z nPM-ami w dlugich sktadowych 2-dekompozycji.

Potrafimy ograniczy¢ od gory liczbe zlych krawedzi incydentnych do N;y; przez
E(Q;)| < Aj|P;| oraz, ze kazdy
segment z nPM-em ma dlugo$é przynajmniej £ = 100log® n i zawiera co najwyzej dwie

catkowita liczbe zlych krawedzi w Q);. Wiemy, ze
zle krawedzie, zatem mozemy oszacowac:

2|P|A;
bel N < 22 Jmg
AN < 100log* n

7 czego, po polaczeniu z poprzednim wzorem, wynika teza tego faktu.

\%

Nastepne twierdzenie stwierdza, ze procedura SPANNER znajduje podgraf spelniajacy
definicje spannera;:
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Twierdzenie 2.13 Wywolanie procedury SPANNER, z D-blokiem ) 45 na wejsciu, prowadzi

do znalezienie spannera z parametrami wg = % 1 c1 =16, w czasie O(log3 n).

Dowdéd Procedura SPANNER sklada sie z petli, wykonujacej O(log D) iteracji, w ktérych
najbardziej czasochlonne jest wywotanie procedury SPLITTER, dzialajacej w czasie O(log2 n).
Tak wiec czas dzialania procedury SPANNER mozna oszacowal przez O(log3 n).

Musimy sprawdzié, czy wynik dzialania procedury SPANNER, tj podgral @0, spelnia
trzy warunki definicji spannera (uzywamy wszystkich oznaczeii z procedur SPANNER i
SPLITTER):

o |Py| > uo|Fol
o Vve Pp:1<dr(v) <y
o Vv e r(Qg) : di(v) < Cldo(v)%54‘1

Niech k£ :=log D — ¢. Korzystajac k-krotnie z Faktu 2.11 otrzymujemy, dla kazdego
v E Py

k
¢" (do(v) +1) = 1 < di(v) < (%) (do(v) — 1) + 1,

gdzie ¢ = (1 — 2/logn)/2, przy czym goérne ograniczenie jest prawdziwe dla wszystkich
v € V(Qg). Goérne ograniczenie w ostatniej nieréwnosci dowodzi spelnienia trzeciego
warunku definicji spannera, jesli przyjmiemy ¢ := 2°.

Pamietajac o tym, ze Vo € A: D/2 < do(v) < D otrzymujemy, dla kazdego v € Py:

qk@“)—lﬁdk(?})é (%)k(D_l)—I-L

przy czym dla ¢ = 4 i dostatecznie duzych n mamy:

q* (g + 1) 1> 20T 15

1 k
(5) (D-1)+1<2Z+1=c+1=17

co dowodzi spelnienia drugiego warunku definicji spannera.

Pozostal nam do sprawdzenia pierwszy warunek definicji. Stosujac k-krotnie Fakt 2.12
otrzymujemy:

kol 2/100 A ;
p = AT (1- 2202

s logn §;

Zauwazmy, ze: 4
A -i(D—
82 (D-1+1 <16
5 S @2+ —1°

poniewaz srodkowy utamek jest rosnacy jako funkcja zmiennej j, dla j < k. Dlatego, dla
dostatecznie duzych n, mamy:

32/100
log n

logn 1
[Pl > [Pol (1 - )z wl Rl wo =
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Teraz podamy dokladny opis procedury DLUGIESTRZALKI, znajdujacej zorientowane
segmenty o dlugosci wiekszej lub réwnej od ¢, w czasie O(f), w dowolnym cyklu lub
Sciezce. Zauwazmy, ze istnieja dwa rodzaje granic miedzy sasiednimi zorientowanymi
segmentami, granice typu A i B, pokazane na rysunku 14 (strona 24).

e bl Sl W N o o o

koniec A segmentu

granica typu A koniec B segmentu granica typu B

Rysunek 14: Granice typu A i B miedzy zorientowanymi segmentami.
Oto formalny zapis procedury DLUGIESTRZALKI:

PROCEDURA DLUGIESTRZALKI
1. Na poczatku wszystkie strzatki wskazuja na dowolnego sasiada.
2. Dlai:=1,...,log{ wykonaj:

(a) Niech wszystkie granice typu A wykonaja:
i. Jedli oba segmenty dotykajace granicy maja dlugoéé mniejsza od 2¢, wtedy
wybierz jeden z nich i odwréé go (tj odwréé wszystkie jego strzalki).
ii. Jedli jeden segment ma dlugo$é mniejsza od 2¢, to go odwréé.
(b) Jeéli na konicach éciezki znajduja sie segmenty o dlugoéci mniejszej od 27, to
je odwrdéé.

Twierdzenie 2.14 Procedura DEUGIESTRZALKI znajduje zorientowane segmentny o diu-
gosci wiekszej lub réwnej od (, w czasie O({).

Dowdd Mozna sprawdzié, czy zorientowany segment ma dlugo$é mniejsza od 2° w czasie
0(2"), taki segment mozna odwrécié¢ takze w czasie O(2'), tak wigc czas dzialania calej

procedury to:
log ¢

EO(T) =O(0)

Zauwazmy, ze mozemy sprawdzi¢ czy zorientowany segment ma dlugosé mniejsza od
2! w czasie 0(22')7 tylko dzieki temu, ze pracujemy w modelu synchronicznym. Koniec
B segmentu moze wysta¢ komunikat w kierunku korica A, i jesli komunikat nie dotrze
w czasie 2, to oznacza to, ze segment jest dluzszy niz 2° (jego dokladnej dlugoéci nie
znamy, lecz nie jest to nam potrzebne).

Musimy jeszcze udowodnié, ze po zakoniczeniu dziatania procedury DEUGIESTRZALKI,
wszystkie segmenty zorientowane maja dlugosé wieksza lub réwna od £.
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Oznaczmy przez T'(i) zdanie: "na koncu i-tej iteracji wszystkie segmenty maja
dlugo$é wieksza lub réwna od 277, Zdanie T(0) jest prawdziwe. Zalézmy, ze prawdziwe
jest zdanie T'(¢), chcemy udowodnié¢ zdanie T'(i 4+ 1). Na poczatku iteracji (i 4 1) istnieja
tylko ”dlugie segmenty”, o dlugosci wiekszej lub réwnej od 2°+1 oraz "krétkie segmenty”
o dlugosci wiekszej lub réwnej od 2° i mniejszej od 2°t'. Musimy udowodnié, 7e na
koricu tej iteracji wszystkie segmenty sa dlugie. Kazdy krotki segment moze znalezé sie
w nastepujacych dwoéch sytuacjach:

1. dzieli granice typu A z dlugim segmentem lub z krétkim segmentem; w obu przy-
padkach nasz krétki segment zniknie

2. jego koniec A jest na koticu éciezki; w takim wypadku krétki segment takze zniknie,
dzieki specjalnemu traktowaniu koncéwek sciezek

Tak wiec prawdziwe jest zdanie T'(log (), stwierdzajace ze po zakornczeniu dzialania
procedury DLUGIESTRZALKI, wszystkie zorientowane segmenty maja dlugosé wieksza
lub réwna od /.

\%

Na zakoficzenie tego rozdzialu udowodnimy fakt, przedstawiony wezeéniej, pokazujacy
istnienie graféw regularnych o duzej érednicy, w ktérych znalezienie doskonalego splittera
nie jest mozliwe w krotkim czasie:

Fakt 2.9 Dia r := 4k 4+ 2 oraz n := 4l(r + 1), gdzie k i | sq¢ dowolnymi liczbami
calkowitymi, istnieje graf r-regularny na n wierzchotkach, w ktérym znalezienie doskonalego
splittera wymaga czasu Q(n/r), w rozproszonym, synchronicznym modelu obliczen.

Dowdd Niech G bedzie grafem, ktérego wierzchotki maja parzyste stopnie i ktéry ma
parzysta liczbe krawedzi. Przypomnijmy, ze doskonalym splitterem w grafie G nazywamy
podgraf G, taki ze Vv : der(v) = Ldg(v).

Dla r := 4k + 2, gdzie k jest calkowite, zbudujemy r-regularny graf komunikacyjny,
o duzej rednicy, dla ktérego bedzie mozna udowodnié, ze znalezienie doskonalego split-
tera wymaga czasu rzedu érednicy grafu. Graf ten to cykl zbudowany z ”gadgetéw”,
ktére sa matymi grafami r-regularnymi, z dwoma wychodzacymi krawedziami (zwanymi
"koncowkami” gadgetu). Dla wygody, krawedzie doskonalego splittera GG’ bedziemy
nazywaé “czarnymi”, a pozostale ”bialymi”. Gadgety musza by¢ tak skonstruowane,
aby po znalezieniu dowolnego doskonalego splittera w cyklu gadgetow, kazdy gadget
mial obie konicéwki innego koloru. Oznacza to, ze krawedzie taczace gadgety musza byé¢,
na przemian, czarne i biale.

Gadget powstaje przez rozciecie jednej krawedzi grafu K41, czyli grafu pelnego na
(r + 1) wierzchotkach. Obie czesci rozcietej karawedzi staja sie koficéwkami gadgetu.
Niech u oznacza liczbe pomalowanych na czarno konicéwek gadgetu, v moze przyjmowadé
wartodci 0, 1,2. Oczywiscie suma Y, dg(v) + u, gdzie sumowanie przebiega po wierz-
cholkach pojedyiiczego gadgetu, jest liczba parzysta, gdyz kazda czarna krawedz jest
liczona dwukrotnie. Tak wiec (r + 1)5 4 u jest parzyste, co dla r = 4k + 2 oznacza, ze
8k% 4+ 10k + 3 + u jest parzyste, czyli u = 1, a wiec koficéwki gadgetu musza mieé rézny
kolor.

Zauwazmy, ze $rednica ”cyklu gadgetow” wynosi Q(n/r). Przypusémy, ze pewien al-
gorytm, dzialajacy w czasie mniejszym od % srednicy cyklu gadgetéw, znalazt doskonaly
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Gadget, r=2 Cykl gadgetow Cykl gadgetéw po modyfikacji

Y O O

Gadget, r=6

Rysunek 15: Gadget i "cykl gadgetéw”.

splitter. Dwa gadgety, majace wspdlna konicéwke z, bedziemy nazywaé ”gadgetami
krawedzi z”. Oznaczmy cztery krawedzie miedzy gadgetami, lezace w réwnych od-
legltosciach, przez a, b, ¢, d. Krawedzie a i ¢ leza naprzeciwko siebie i maja réwne kolory.
Zmodyfikujemy teraz graf komunikacyjny, przenoszac jeden z gadgetéw krawedzi d, na
krawedz b. Po takiej modyfikacji krawedzie a i ¢ powinny mieé rézne kolory. Jednak ani
n ani kule jakie "widza” krawedzie a i ¢ nie zmienily sie, zatem ich kolory takze sie nie
zmienily i nadal sa réwne.

Dowodzi to, ze nie jest mozliwe znalezienie doskonalego splittera w cyklu gadgetéw,
w czasie mniejszym od % jego drednicy.

\%
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3 Algorytm znajdujacy maksymalne f-skojarzenie.

3.1 Definicje.

Zaktadamy, ze wierzchotki grafu maja przyporzadkowane catkowite pojemnosci f(v) > 1.
Wtedy podgraf M nazywamy f-skojarzeniem, gdy Vv : dys(v) < f(v). Wierzcholek v
nazywamy nasyconym, gdy dy(v) = f(v). F-skojarzenie nazywamy maksymalnym
(w skrécie MfM), gdy kazdy wierzcholek grafu jest albo nasycony, albo wszyscy jego
sasiedzi sa nasyceni. Jezeli w grafie G dany jest podgraf M, to modyfikacje grafu GG
wzgledem podgrafu M okreslamy jako ciag nastepujacych trzech operacji:

1. Usuii z grafu G krawedzie nalezace do podgrafu M.

2. (Aktualizuj pojemnosci)
Dla kazdego wierzchotka v: niech f(v):= f(v) — dp(v).

3. (Usui nasycone wierzchotki)
Dla kazdego wierzchotka v: gdy f(v) < 0 to usun wierzcholek v.

"modyfikacja wzgledem pewnego f-skojarzenia” jest jedyna operacja

Przyjmujemy, ze
jaka wolno wykonywacé na grafie wejéciowym. W punkcie trzecim mamy warunek f(v) <
0 zamiast f(v) = 0, aby mozna bylo méwié¢ o modyfikacji wzgledem dowolnego podgrafu,
a nie tylko wzgledem f-skojarzenia.

Algorytm znajdujacy MfM, opisany w tym rozdziale, sklada sie najogdlniej méwiac
z glownej petli, w ktérej:

1. znajduje sie "dobre” f-skojarzenie
2. wykonuje sie wzgledem niego modyfikacje
3. dodaje sie to f-skojarzenie do tymczasowego f-skojarzenia wynikowego

Glowna petla musi wykonaé tyle iteracji, aby wszystkie krawedzie grafu zostaly usuniete.
Sumowanie f-skojarzen pojawiajacych sie w iteracjach gtéwnej petli nazywamy ich aku-
mulowaniem. Wiemy, ze zakumulowane f-skojarzenie wynikowe jest maksymalne,
gdyz gdybysmy wykonali modyfikacje grafu wejéciowego wzgledem tego f-skojarzenia,
to wszystkie krawedzie grafu wejéciowego zostalyby usuniete.

F-skojarzenie znajdowane w gléwnej petli, powinno byé¢ "dobre” w tym sensie, ze
powinno gwarantowadé znikniecie wszystkich krawedzi, po niewielkiej liczbie iteracji. Do-
bre f-skojarzenie ma zazwyczaj wlasnoséé, ze po modyfikacji wzgledem niego pewna
funkcja zmniejsza wartos$é o staly procent (ta funkcja mogla by by¢ np liczba krawedzi).
Taka funkcja musi mie¢ nastepujace cechy:

1. jest wielomianem zmiennej n, gdzie n jest liczba wierzcholtkéw
2. jesli wartos¢ funkceji jest réwna zeru, to obliczenia zostaly skoficzone

W opisanym w tym rozdziale algorytmie MfM, "dobre” f-skojarzenie to f-skojarzenie
koszace, zdefiniowane nastepujaco:
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Definicja 3.1 f-skojarzenie (lub dowolny podgraf) nazywamy koszacym, jesli po mody-
fikacji grafu wzgledem tego f-skojarzenia (podgrafu), funkcja wagowa

=3 flv)d(v)

zmniejsza wartosé o staly procent.

Moéwimy, ze podgrafl ”jest koszacy na zbiorze Z7, jesli po modyfikacji grafu funkcja
7 = > ovez f(v)d(v) zmniejsza wartos¢ o staly procent. Jesli w grafie dwudzielnym
Grr dysponujemy podgrafem koszacym na zbiorze L, to bedziemy go nazywaé pod-
grafem koszacym lewostronnie. Czesto znajdujemy pewien podgraf koszacy (ktéry nie
jest f-skojarzeniem) a nastepnie usilujemy zamieni¢ go na f-skojarzenie, zachowujac
wlasnoéé koszenia. Dlatego pojecia modyfikacji i koszenia sa zdefiniowane dla dowolnych
podgraféw, a nie tylko dla f-skojarzei.

Jezeli wierzcholek ma stopien w podgrafie wiekszy od swojej pojemnosci, to méwimy,
ze na tym wierzchotku jest nadmiar. Podgraf, w ktérym stopnie wierzcholkéw co naj-
wyzej dwukrotnie przekraczaja pojemnosci nazywamy f-cyklem. W algorytmie MM, z
poprzedniego rozdziatu, jako szkodliwy efekt uzyskiwania dwudzielnosci pojawialy sie
koszace cykle i Sciezki, ktére nalezalo zamieni¢ na skojarzenie koszace. W algoryt-
mie MfM pojawia sie f-cykl koszacy, ktéry nalezy zamieni¢ na f-skojarzenie koszace.
Niestety, operacja ta jest znacznie bardziej skomplikowana niz w przypadku zwyklych
skojarzen choéby dlatego, ze jesli pojemnoéci sa wieksze od 1 to f-cykl w niczym nie
przypomina " zwyklego” cyklu.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: symbolem WG] bedziemy oznaczaé wartosé
wyrazenia W, zalezaca od grafu GG. Symbolem W[G//Q] bedziemy oznaczaé¢ wartosé
wyrazenia W, obliczona po modyfikacji grafu G wzgledem podgrafu ). Przyklad:
f(v)d(v)[G)//Q] to wartosé iloczynu pojemnosci i stopnia wierzchotka v, obliczona po
modyfikacji grafu G wzgledem podgrafu ). W przypadku prostych wyrazen stosujemy
nieco uproszczony zapis: dg(v) = d(v)[G], dg/jg(v) = d(v)[G//Q]. Uzywajac tych
oznaczen mozemy teraz zapisac definicje podgrafu koszacego nastepujaco:

"Podgraf Q) jest koszacy” < ®[G//Q] < (1 — u) P[]

gdzie u € (0,1) i nie zalezy od n.

Uwaga: dla uproszczenia obliczenn wprowadzamy nastepujaca zasade: jesli w wyniku
modyfikacji grafu wzgledem podgrafu ) wierzcholek v zostaje usuniety, to wierzcholek
ten moze nadal figurowaé¢ w obliczeniach, lecz przyjmujemy ze:

d(v)[G//Q]:=0, f()[G//Q]:= f(v)[G] - do(v)

Zauwazmy, ze przyjecie takiej zasady nie ma wplywu na wartosé funkcji ®[G//Q], czy tez
jakiejkolwiek innej "sumy po wierzchotkach”, w ktérej wystepuje czynnik d(v)[G///Q)].

Jesli w opisie modyfikacji warunek f(v) < 0 zastapi¢ warunkiem f(v) < p—1, to taka
operacje nazywamy p-modyfikacja. Po p-modyfikacji wszystkie wierzcholki spekniaja
warunek f(v) > p.

Definicja 3.2 Podgraf nazywamy p-koszacym, jesli po p-modyfikacji wzgledem tego
podgrafu, warto$é funkcji ® zmniejsza sie o staly procent.
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Zauwazmy, ze podgraf p-koszacy, dla p > 1, nie musi byé koszacy. Aby znalezé
f-skojarzenie koszace (lewostronne), w grafie dwudzielnym Gpr, w czasie O(log®n),
potrzebne jest, jak sie wkrétce okaze, zalozenie Vv € R : f(v) > p. Jesli chcemy znalez¢
[f-skojarzenie koszace, wykona¢ wzgledem niego modyfikacje i znéw znalezé f-skojarzenie
koszace, to zamiast modyfikacji konieczne bedzie wykonanie p-modyfikacji, gdyz zapew-
nia ona zachowanie warunku f(v) > p. Oczywiscie zakumulowane f-skojarzenie bedzie
wtedy p-koszace. Symbolem W[G/p/Q] oznaczamy wartos¢ wyrazenia W, obliczona po
p-modyfikacji grafu G' wzgledem podgrafu Q.

Podczas zamiany f-cyklu koszacego na f-skojarzenie p-koszace (czym zajmuje sie
procedura ZAMIANA) przydatne jest pojecie czesciowo maksymalnego f-skojarzenia
(skrot PMfM) o nastepujacej definicji:

Definicja 3.3 f-skojarzenie () nazywamy czesciowo maksymalnym jesli

Vo i(v) > 2(f(v) — dg(v)) — s(v) (1)
gdzie i(v) oznacza liczbe nasyconych sqsiadow wierzcholka v,

s(v) := max{0,2f(v) — d(v)}.

Nazwa PMfM ma nastepujaca motywacje: w "normalnym” MM wszyscy sasiedzi
nienasyconego wierzchotka musza by¢ nasyceni, natomiast w PMfM ostabiono to wyma-
ganie do jedynie 2(f(v) — dg(v)) — s(v) sasiadéw, a wiec jest ono spelnione ”czedciowo”.
PMfM jest znacznie latwiejsze do znalezienia niz MfM. W grafie dwudzielnym moze
ono by¢ znalezione w stalym czasie, przy pomocy procedury CzZESCIOWEDWUDZIELNE.
Jesli warunek (1) jest spelniony tylko na zbiorze X, to méwimy ze @) jest PMfM-em
ograniczonym do zbioru X.

3.2 Ogdlny opis algorytmu.
Aby znalezé MfM w dowolnym grafie, nalezy uruchomié w nim procedure FSKOJARZENIE.
Sktada sie ona z petli, w ktérej znajduje sie f-skojarzenie, takie ze po modyfikacji
wzgledem niego, gérne ograniczenie pojemnosci wszystkich wierzcholkéw (zmienna ¢)
?logarytmuje sie”.
PROCEDURA FSKOJARZENIE
1. Niech ¢ :=n, S := 0. Powtérz O(log" n) razy:
(a) Uruchom procedure ZLOGARYTMUJF, znajdujaca f-skojarzenie X.
(b) Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem X.
(c) g:=log?q, S :=SUX
2. Powtérz O(1) razy:

(a) Znajdz "zwykle” maksymalne skojarzenie X
(b) Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem X.
() S:=5UX

3. Podgraf S jest wynikiem dzialania tej procedury
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Twierdzenie 3.4 Procedura FSKOJARZENIE znajduje MfM, w dowolnym grafie, w cza-
sie O(log* nlog* n).

Dowdd W kazdej iteracji petli z punktu 1, przed wywotaniem procedury ZLOGARYTMUJF
spelniony jest warunek Vv : f(v) < ¢. Procedura ZLOGARYTMUJF znajduje takie f-
skojarzenie, ze po modyfikacji wzgledem niego spelniony jest warunek Vv : f(v) < log? q.
Zauwazmy, ze 16 = log? 16, tak wiec po O(log* n) iteracjach petli pozostana jedynie
wierzcholki z f(v) < 16.

Kazde skojarzenie maksymalne, znajdowane w iteracjach petli z punktu 2, jest réw-
noczesnie f-skojarzeniem. Skoro jest to skojarzenie maksymalne, to kazda krawedZ ma
przynajmniej jeden koniec skojarzony. Tak wiec, po modyfikacji, przynajmniej jeden z
konicéw kazdej krawedzi zmniejsza pojemnosé o 1. Po 32 iteracjach, kazda krawedz musi
mieé przynajmniej jeden koniec z zerowa pojemnosdcia, co oznacza ze krawedz ta zostanie
usunieta w trakcie modyfikacji.

Procedura ZLOGARYTMUJF, podobnie jak i procedura znajdujaca MM, opisana w
poprzednim rozdziale, dzialaja w czasie O(log*n), tak wiec procedura FSKOJARZENIE
dziata w czasie O(log* nlog* n).
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W procedurze ZLOGARYTMUJF dzielimy zbiér wierzchotkéw na wierzchotki z malymi
pojemnosciami (zbiér A) i duzymi pojemnosciami (zbiér B). Najpierw obliczamy f-
skojarzenia i wykonujemy modyfikacje w podgrafie indukowanym przez B, tak diugo
az wszystkie krawedzie tego podgrafu znikna. Nastepnie robimy to samo w podgrafie
dwudzielnym miedzy zbiorami A i B, znéw tak dlugo az wszystkie krawedzie tego pod-
grafu znikna. Podzial na zbiory A i B wprowadzamy z tego powodu, ze procedury
Koszack i KoszACEDWUDZIELNE, uzywane do znajdowania f-skojarzeii, wymagaja
aby pojemnoéci wierzchotkéw zbioru B byly wieksze lub réwne od p := log? ¢, gdzie ¢
jest gérnym ograniczeniem pojemnosci.

PROCEDURA ZLOGARYTMUJF
1. Niech p:=log*q, A :={v: f(v) <p}, B:={v: f(v)>p}, S:=0.

2. (Na tym etapie likwidujemy krawedzie laczace wierzcholki zbioru B.)
Powtérz O(log n) razy:
(a) Uruchom procedure Koszack, w podgrafie G[B], tj indukowanym przez wierz-
chotki zbioru B, z pojemnosciami fgp)(v) := fa(v).

Procedura KoszAcCE znajduje f-skojarzenie p-koszace, w podgrafie G[B], ktére
oznaczamy przez M.

(b) Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem M i uaktualnij zbiory A, B.
() S:=SUM.
3. (Na tym etapie likwidujemy krawedzie laczace wierzcholki zbioréw A i B.)
Powtérz O(log n) razy:
(a) Uruchom procedure KoszACEDWUDZIELNE, w podgrafie dwudzielnym G 45,

tj sktadajacym sie z krawedzi laczacych zbiory A i B,

z pojemnosciami fg,,(v) == fa(v).
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Procedura KoszAcEDWUDZIELNE znajduje f-skojarzenie koszace na zbiorze
A, w podgrafie G4p, ktére oznaczamy przez M.

(b) Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem M i uaktualnij zbiory A, B.
() S:=SUM.

4. Podgraf S jest wynikiem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 3.5 Niech graf wejsciowy spelnia warunek:

Yo: f(v) < q (2)

Procedura ZLOGARYTMUIF, w czasie O(log4 n), znajduje f-skojarzenie S takie, Ze po
modyfikacji grafu wzgledem S bedzie spefniony warunek:

Yo : f(v) < pi=log?q (3)

Dowdéd W wyniku uruchomienia procedury KoszAcEk, w petli z punktu 2, otrzymujemy
f-skojarzenie p-koszace. Tak wiec, aby suma (4) zmniejszyta sie o staly procent nie
wystarczy sama modyfikacja, lecz potrzebna jest p-modyfikacja. W punkcie 2(b), zaraz
po modyfikacji uaktualnia sie zbiory Ai B, a "modyfikacja” plus ”uaktualnienie zbioréw”
to to samo co "p-modyfikacja”. Tak wiec po kazdej iteracji petli z punktu 2, nastepujaca
funkcja:
S F(v)ds(v) ™)
vEB
zmniejsza wartosé o staly procent. Po O(logn) iteracjach, wszystkie krawedzie laczace
wierzchotki zbioru B powinny wiec znikna¢. W powyzszym wzorze wystepuje dp(v)
zamiast dg(v), gdyz dysponujemy f-skojarzeniem p-koszacym w G[B], a nie w grafie
G na zbiorze B. Zauwazmy, ze zalozenia jakich wymaga procedura KoszAcCE, czyli
Vo :p < f(v) < ¢, sa zachowane po kazdej iteracji petli, dzieki uaktualnianiu zbioréw A
i B.
Po kazdej iteracji petli z punktu 3, nastepujaca funkcja:

> f(v)dp(v) (5)

vEA

zmniejsza wartosé o staly procent. Po O(logn) iteracjach, wszystkie krawedzie laczace
zbiory A i B powinny znikna¢. Dwie koncowe uwagi poprzedniego paragrafu stosuja sie
takze tutaj.

Po zakoniczeniu obu petli pozostaly jedynie wierzcholki zbioru A, a wiec spelniajace
warunek (3). Czas dzialania procedur Koszacr i KoszacEDWUDZIELNE wynosi O (log® n),
tak wiec czas dziatania procedury ZLOGARYTMUJF wynosi O(log* n).

\%
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3.3 Znajdowanie f-skojarzenia p-koszacego w grafie.

Omoéwimy teraz procedure KoszacEk, znajdujaca f-skojarzenie p-koszace w dowolnym
grafie wejSciowym (dowolnym w tym sensie, ze nie musi by¢ dwudzielny). Procedura
ta sklada sie z 2 etapéw: najpierw znajduje sie f-cykl koszacy, czyli podgraf koszacy,
w ktorym stopnie wierzcholkéw przekraczaja pojemnosci co najwyzej dwukrotnie, a
nastepnie zamienia sie f-cykl na f-skojarzenie, zachowujac (do pewnego stopnia) wlasnosé
koszenia.

PrROCEDURA KOSZACE
1. Uruchom procedure CYKL, ktéra znajduje f-cykl koszacy C'.

2. Uruchom procedure ZAMIANA, w celu zamiany f-cyklu C' na f-skojarzenie p-
koszace, ktére oznaczamy przez M.

3. M jest rezultatem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 3.6 Niech graf wejsciowy spelnia warunek:

Vo:p < f(v) <gq (6)

Procedura KOSZACE znajduje w grafie wejsciowym f-skojarzenie p-koszqce, w czasie

O(log® n).

Dowdéd Warunek (6) jest wymagany przez procedure CYKL. Procedury CYKL i ZAMIANA
dzialaja w czasie O(log® n), tak wiec procedura Koszack dziala takze w czasie O(log® n).
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Celem procedury CYKL jest znalezienie f-cyklu koszacego, w dowolnym grafie wej-
sciowym. Mamy do dyspozycji procedure KoszACEDWUDZIELNE (opisang nizej), znaj-
dujaca f-skojarzenie koszace w grafie dwudzielnym. Aby uruchomié te procedure musimy
w jaki§ sposdb skonstruowaé dwudzielnosé. Robimy to metoda znana z algorytmu
znajdujacego zwykle maksymalne skojarzenie: wprowadzamy orientacje krawedzi i roz-
szczeplamy kazdy wierzcholek v grafu wejsciowego na dwa wierzcholki vy i vy, zwane
peczkami, przy czym rozszczepienie polega na tym, ze spoérdd krawedzi incydentnych do
v, krawedzie z wychodzacymi strzatkami sa incydentne do vy, a krawedzie z wchodzacymi
strzatkami do vy. W ten sposéb otrzymujemy graf dwudzielny, ktéry po lewej stronie
ma wierzcholki z wychodzacymi strzatkami, a po prawej z wchodzacymi. Po znalezieniu
[f-skojarzenia koszacego w grafie dwudzielnym musimy zlepi¢ pary peczkéw. Otrzymamy
wtedy pewien podgraf w grafie wejsciowym, przy czym stopieii kazdego wierzcholtka pod-
grafu nie przekracza 2f(v), gdyz V, : f(v1) = f(v2) = f(v). Tak wiec otrzymamy f-cykl
zamiast f-skojarzenia.

ProcEpura CYKL

1. Zorientuj kazda krawedz (czyli narysuj na niej strzalke). Niech strzalka krawedzi
vw wskazuje na v jesli f(v) < f(w), niech wskazuje na w jesli f(w) < f(v), w
przeciwnym wypadku niech wskazuje na wierzcholek z mniejszym identyfikatorem.

2. Niech kazdy wierzcholek rozszczepi sie na dwa peczki: z wchodzacymi strzatkami i
z wychodzacymi strzatkami.

32



Otrzymasz w ten sposéb "rozszezepiony” graf dwudzielny, ktéry ma po lewej stronie
wierzcholki z wychodzacymi strzalkami, natomiast po prawej z wchodzacymi.

Obu peczkom przyporzadkuj pojemnosé¢ taka, jaka ma ich wierzcholek macierzysty.

3. W otrzymanym grafie dwudzielnym znajdZz f-skojarzenie koszace lewostronnie,
uruchamiajac w nim procedure KOSZACEDWUDZIELNE.

4. Niech kazdy wierzcholek zlepi swoje dwa peczki. Podgraf skladajacy sie z krawedzi
f-skojarzenia (znalezionego w poprzednim punkcie) oznacz przez C.

5. Podgraf ' jest wynikiem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 3.7 Niech graf wejsciowy spelnia warunek:

Vo:p < flv) <gq (7)
Procedura CYKL znajduje w grafie wejsciwym f-cykl koszqcy, w czasie O(log® n).

Dowdd Najbardziej czasochtonna operacja procedury CYKL jest wywolanie procedury
KoszACEDWUDZIELNE, w punkcie 3. Procedura KoszACEDWUDZIELNE dziala w czasie
O(log® n), tak wiec procedura CYKL dziala takze w czasie O(log®n). Dzieki warun-
kowi (7), rozszczepiony graf dwudzielny spelnia zalozenia wymagane przez procedure
KoszACEDWUDZIELNE.

Podgraf C' jest niewatpliwie f-cyklem. Musimy pokazaé, ze jest f-cyklem koszacym.
Rozszczepiony graf dwudzielny powstajacy w punkcie 2 procedury oznaczmy przez G p.
W Fakcie 3.8 udowodnimy, ze jesli f-skojarzenie w G g jest koszace na LU R, to f-cykl
C' jest koszacy. Tymeczasem w punkcie 3 znajdujemy jedynie f-skojarzenie koszace na
L. Musimy wiec udowodnié¢, ze w tym wypadku ”koszenie na L” oznacza automatycznie
”koszenie na L U R”.

Przypomnijmy, ze kazdy wierzcholek v rozszczepia sie na dwa peczki, z wychodzacymi
i wchodzacymi strzatkami, ktérych stopnie oznaczamy przez d;(v) i d,.(v). Dla kazdej
krawedzi (ze strzatka) e, oznaczmy pojemnos$é "bettu” przez fi(e), a pojemnosé ”grotu”
przez f-(e). Z zalozenia Ve : fi(e) > f.(e).

Oczywiscie
Y- fw)di(v) =) file)
Y flo)d () =2 fr(e)
zatem

Y flo)di(v) > Y f(v)d,(v)

Wiemy, ze ®V[GLr] = 3, f(v)di(v) oraz ®R[Grr] = 32, f(v)d,(v), zatem ®F[GpR] >
®FR[Grr]. Tak wiec, jedli po modyfikacji wartoéé ® zmniejsza sie o staly procent, to
takze wartosé @LYF = &L+ dF zmniejsza sie o staly procent, co oznacza, ze f-skojarzenie
jest koszace na L U R.

Wydawaloby sie, ze istnieje prosta metoda znajdowania f-skojarzenia koszacego
na L U R, polegajaca na tym, ze znajdujemy f-skojarzenie koszace na L, wykonu-

jemy wzgledem niego modyfikacje, nastepnie znajdujemy f-skojarzenie koszace na R
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i na koncu akumulujemy oba f-skojarzenia. Nie mozemy jednak zastosowaé takie]j
metody, gdyz aby znalezé f-skojarzenie koszace na R, musi byé spelniony warunek
Vo € L : f(v) > p (wymagany przez procedure KoszaCEDWUDZIELNE), tak wiec
konieczna jest p-modyfikacja zamiast modyfikacji. Jeéli wykonamy p-modyfikacje, to na
koricu otrzymamy f-skojarzenie p-koszace na LUR i f-cykl tez bedzie jedynie p-koszacy,
tymczasem trzeci etap procedury ZAMIANA wymaga f-cyklu koszacego.
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Fakt 3.8 Jesli w "rozszczepionym” grafie dwudzielnym Grr (powstajgcym w punkcie 2
procedury CYKL) znaleziono f-skojarzenie koszgce na zbiorze L U R, to po zlepieniu par
peczkow otrzymamy f-cykl koszgey w G

Dowdd Zalézmy, ze C jest f-skojarzeniem koszacym w Gppr, na zbiorze L U R, czyli:
®[Grr//C] < (1 —w)P[GLR]

dla pewnego u € (0,1). Musimy udowodni¢, ze po zlepieniu par peczkéw, f-cykl C' jest
koszacy w G, czyli:
P[G//CT < (1 —u)®[G]

Wystarczy wiec udowodnié, ze:

(a) @[G//C] < @[GLr//C], (b) ®[GLR] = ®[G].
Dwa peczki kazdego wierzcholtka v grafu G oznaczmy przez vy, v, gdzie v; € L, v, € R.
Najpierw udowodnimy warunek (b). Niech: f(v) := f(v)[G], d(v) := d(v)[G],

f(u) = folGrrl, dvi) = d(o)[Grr], f(or) := f(v)[GLR], d(vr) := d(v,)[GLR]-
Wiemy, ze f(v) = f(v) = f(v,) 1 d(v) = d(v;) + d(v,). Z uwagi na to, ze:

Zf O[Grr] = vaz (v) + > fv)d(v

warunek (b) niewatpliwie jest spetniony.

Teraz zajmiemy si¢ dowodzeniem warunku (a). Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia
dla wierzcholka v: f/(v) := f(v)[G//C], d'(v) := d(v)[G//C].
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia dla peczkéw vy, v,.:
Ji(v) == f(u)[GLR], di(v) = d(v))[GLR], [ (v) := f(v,)[GLR], dr(v) = d(v,)[GLR],
f(0) = f(o)|GLr//C], di(v) == d(v)[GLr//C], de,(v) := de (v)[GLR],
F1(0) = (o) [Graf JCL, di(v) = d(v)[Grr/ /C), de, (v) = do(v,) [Grr):

Wiemy, ze:

®G//C)= 3 P, Grnl[C)= T A + T T o

Aby udowodnié¢ warunek (a) pokazemy, ze:

Vo € V(G) : f/(v)d'(v) < fi(v)di(v) + fi(v)d,(v) (8)

Jesli ktérykolwiek z wierzcholkéw v, vy, v, jest usuwany, to wtedy nieréwnosé (8)
jest spelniona (gdyz usuwanie v; lub v, implikuje usuwanie v). Pozostaje nam wiec
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udowodnienie (8), gdy zaden z wierzcholkéw v, v, v, nie jest usuwany. W dalszych
rozwazaniach bedziemy opuszczaé¢ 7 (v)”. Na poczatku zauwazmy, ze:

d<d+d.

gdyz stopient wierzchotka po modyfikacji wzgledem pewnego podgrafu zalezy od stopnia
tego wierzcholtka w podgrafie oraz od liczby usuwanych sasiadéw. W tym wypadku
dc = dg, + dg,, natomiast liczba usuwanych sasiadow wierzchota v przy zlepionych
parach peczkéw jest wieksza lub réwna od liczby usuwanych sasiadéw peczkéw v 1 v,
przy rozlaczonych parach peczkow.

Wiemy, ze: f] = fi—dc,, fl = f, —dc,, i=f, = foraz f' = f —dc. Tak wiec aby

udowodni¢ nieréwnosé (8) wystarczy wykazaé, ze:
(f —de)d < (fi = do)d + (fr = de, )d,
co wynika z:

(f = (dey +de,))(di+ d7) < (f —doy)dj+ (f — do,)d,

co jest réwnowazne:

(do, + deo, ) (dy + dy) > doydj+ do, d,
\V

Teraz opiszemy procedure ZAMIANA, ktérej celem jest zamiana f-cyklu koszacego na
[f-skojarzenie p-koszace. Oczywiscie procedura ta polega gléwnie na usuwaniu "nadmia-
rowych” krawedzi f-cyklu, ale jak sie okaze, nie tylko. Procedura sklada sie z trzech
etapéw. W kazdym etapie operujemy na pewnym podgrafie. W pierwszym i drugim
etapie jedynie usuwamy krawedzie f-cyklu. W trzecim etapie nie tylko usuwamy, ale i
dodajemy krawedzie. W kazdym etapie stosowana jest inna metoda wyboru krawedzi
do usuniecia lub dodania. Wczesdniejsze etapy ”przygotowuja grunt” dla pdzniejszych, tj
zapewniaja spelnienie warunkéw, dzieki ktérym pdzniejsze etapy moga byé wykonane.

Wejscie do procedury ZAMIANA stanowi graf GG, wraz z f-cyklem koszacym C'. Zbiér
wierzchotkéw V(G) dzielimy na trzy roztaczne zbiory:

o [ ={v:dc(v) < f(v)}, L to zbiér wierzchotkéw nienasyconych
o M ={v:dc(v)= f(v)}, M to zbiér wierzchotkéw nasyconych

o R=A{v: f(v) <dc(v) <2f(v)}, R to zbiér wierzchotkéw z nadmiarem

Rysunek 16: Trzy etapy procedury ZAMIANA.

W kazdym etapie procedury ZAMIANA usuwamy z podgrafu C' krawedzie oraz (ewen-
tualnie) dodajemy do podgrafu C' nowe krawedzie, otrzymujac podgraf C’. Dokladniej,
jesli zbiér usuwanych krawedzi oznaczymy przez X, X C E(C) C F(G), a zbiér do-
dawanych krawedzi oznaczymy przez Y, Y C F(G), to wtedy podgraf C’ jest in-
dukowany przez zbiér krawedzi E(C)\ X UY. Zbiory L', M', R' definiujemy podobnie

35



jak zbiory L, M, R jednak za pomoca podgrafu C” zamiast C: L' = {v : dei(v) < f(v)},
M ={v:do(v) = f(v)}, R ={v: f(v) <de/(v) < 2f(v)}. Aby uproéci¢ zapis, na
konicu kazdego etapu zmienne C’, L', M', R’ przechodza na C', L, M, R. Symbolem
N¢(v) bedziemy oznaczaé zbidr sasiadéw wierzcholka v w grafie G. Symbol df,(v) oz-
nacza liczbe sasiadéw wierzcholka v, nalezacych do zbioru L. Symbol d¢, (v) oznacza
liczbe sasiadéw wierzchotka v, w podgrafie C', nalezacych do zbioru L.

Na rysunku 16 (strona 35) pokazano, ktérymi krawedziami zajmuja sie poszczegdlne
etapy procedury ZAMIANA. A oto formalny zapis tej procedury:

PROCEDURA ZAMIANA
e Etap 1
(W tym etapie usuwamy krawedzie podgrafu C' laczace wierzcholki zbioru R.)

Niech C' bedzie podgrafem grafu ', indukowanym przez zbiér wierzchotkéw R.

~ ~

Kazdemu wierzchotkowi v € V (C) przyporzadkuj pojemnosé f(v) := de(v) — f(v).
W podgrafie C znajdz PMIM X, przy pomocy procedury CZESCIOWE.
Ch=C\X

o Etap 2
C=C,L=0L, M =M,R:=R
(W tym etapie usuwamy krawedzie podgrafu C' laczace zbiory L i R.)

Kazdej krawedzi uv gdzie u € L, v € R przyporzadkuj wage:
Ng\c(u) N L|

Niech kazdy wierzcholek zbioru R zaznaczy min(de(v) — f(v), 3dc, (v)) krawedzi

waga(uv) =

podgrafu C, taczacych go ze zbiorem L, wybierajac krawedzie z najmniejszymi
wagami. Zbiér zaznaczonych krawedzi oznaczmy przez X.

C'=C\X
o Etap 3
cC=C,L=L M =M,R:=R

(W tym etapie usuwamy krawedzie podgrafu C'laczace zbiory M i R oraz dodajemy
do podgrafu C' krawedzie lezace miedzy L i M.)

1. Kazdej krawedzi wv gdzie uw € M, v € R przyporzadkuj wage:
waga(uv) = [Neyo(u) N (LU M)]|.
Niech kazdy wierzchotek zbioru R zaznaczy de (v)— f(v) krawedzi podgrafu C,
taczacych go ze zbiorem M, wybierajac krawedzie z najmniejszymi wagami.
Zbiér zaznaczonych krawedzi oznaczmy przez X.
C:=C\X
2. Wykonaj p-modyfikacje grafu wzgledem C.
3. W podgrafie dwudzielnym miedzy zbiorami wierzchotkow L i M,
znajdz f-skojarzenie (2, koszace na zbiorze L,
przy pomocy procedury KOSZACEDWUDZIELNE.

4. C"=QuC.

e Podgraf C” jest wynikiem dzialania tej procedury.
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Twierdzenie 3.9 Majgc na wejsciu f-cykl koszgey C, procedura ZAMIANA konstruuje
f-skojarzenie p-koszgce, w czasie O(log> n).

Dowéd Procedura CzZESCIOWE, uruchomiona w pierwszym etapie, dziala w czasie
O(logn). Procedura KoszaCEDWUDZIELNE, uruchomiona w trzecim etapie, dziala w
czasie O(log® n). Tak wiec procedura ZAMIANA dziala w czasie O(log” n).

Musimy udowodnié, ze procedura ZAMIANA rzeczywiscie zamienia f-cykl koszacy C
na f-skojarzenie p-koszace. Udowodnimy wiec, ze mimo usuwania krawedzi, podgraf C
- 7 etapu na etap - zachowuje wlasnosé koszenia, oraz ze po zakoriczeniu kazdego etapu
spelnione sa warunki pozwalajace usuna¢ nadmiar w nastepnych etapach.

Zaczniemy od udowodnienia, ze po zakonczeniu pierwszego etapu sa spelnione naste-
pujace warunki:
(a) €’ jest f-cyklem koszacym, (b) Vv e R': dC/L (v) > 2(der(v) — f(v))

Punkt (b) oznacza, ze w drugim i trzecim etapie bedzie mozna usungé nadmiar, mimo

TumpM!

ze kazdemu wierzchotkowi z R wolno w tych etapach usunaé co najwyzej polowe incy-
dentnych do siebie krawedzi podgrafu C'.

Przypomnijmy, ze w pierwszym etapie ¢/ = C'\ X, gdzie X jest f-skojarzeniem w
podgrafie C = C[R], z pojemnosciami f(v) = dc(v) — f(v). Tak wiec z podgrafu C' sa
usuwane krawedzie laczace wierzcholki z nadmiarem, jednak zaden z koncéw usuwanej
krawedzi nie moze sie sta¢ wierzchotkiem nienasyconym. Zatem ®[G//C"] = ®[G//C],
z czego wynika warunek (a), gdyz C' jest podgrafem koszacym.

Aby spelniony byt warunek (b), podgraf X powinien mie¢ nastgpujaca wlasnosé:

Vo e R:i(v) 2 2(f(v) = dx(v)) = oy, (v) (9)
gdzie i(v) oznacza liczbe nasyconych sasiadéw wierzchotka v (nasyconych wzgledem
podgrafu X, w grafie C', z pojemnogciami f(v)) Wtedy, pamietajac ze dei(v) =
dc(v) — dx (v), bedzie mozna oszacowaé, dla v € R':

o~

dor, (0) > dey (0) +i(0) 2 2(f(v) = dx (v) = 2(der(v) = f(v))

Procedura CzESCIOWE, uruchomiona w podgrafie 6’, 7 pojemnosciami f(v), znajduje
podgraf X, bedacy PMfM-em, a wiec spetniajacy (z definicji) warunek:
Yo e R:i(v) > 2(f(v) — dx (v)) — s(v)

gdzie s(v) = max{0,2f(v) — dz(v)}. Wiemy, ze: —s(v) > —dc,,,(v), co mozna
wywnioskowaé z faktu, ze podgraf C' jest f-cyklem, tak wiec X spelnia warunek (9).

Teraz pokazemy, ze po zakoiniczeniu drugiego etapu sa spelnione nastepujace warunki:
(a) C” jest f-cyklem koszacym, (b)Vve R': dC}J/(U) > 2(dei(v) = f(v))

Ponownie, punkt (b) gwarantuje, ze w trzecim etapie bgdzie mozna usunaé¢ nadmiar,
mimo ze wierzcholtkowi ze zbioru R wolno w trzecim etapie usunaé co najwyzej polowe
incydentnych do siebie krawedzi podgrafu C.

Aby wykazaé, ze C” jest koszacy zastosujemy ponizszy fakt, ktérego dowdd zostanie
podany pézniej. Potrzebujemy nastepujacej definicji: dany jest podgraf @) i zbiér krawedzi
U, U C E(Q). Zbiér U nazywamy zbiorem krawedzi nadmiarowych, gdy:

{v:dg(v) > f(v)} C{vdo\w(v) = f(v)}
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Fakt 3.10 (Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.)

Mamy dwa rozlgczne zbiory wierzchotkow A i B oraz podgraf koszqcy C. Zakladamy,
Ze A CHv :de(v) < f(v)}, B CH{v:de(v) > f(v)} oraz, Ze dla dowolnego zbioru U,
U C E(C) krawedzi nadmiarowych, lezgeych miedzy A i@ B, spelniony jest warunek:

Vw e A:d(w)|G//(C\U)] = d(w)[G//C] (10)

Wtedy istnieje procedura usuwania krawedzi podgrafu C', po ktorej uruchomieniu
otrzymujemy podgraf C' o nastepujgcych wltasnosciach:
(1) C" jest podgrafem koszgcym
(2) kaidy wierzcholek v € B traci min(de(v) — f(v), 3dc, (v)) krawedzi podgrafu C,
taczqeych go ze zbiorem A.

Aby wykazaé, ze (' jest koszacy wystarczy zastosowaé powyzszy fakt, podstawiajac
A = L, B := R. Czynnoéci wykonywane w drugim etapie to wlasnie procedura,
ktérej istnienia dowodzi powyzszy fakt. Aby zastosowad fakt musimy wyjasni¢, dlaczego
spelniony jest warunek (10). Pamietamy, ze C' = C'\ U, gdzie U jest zbiorem krawedzi
nadmiarowych usuwanych w drugim etapie. Podczas modyfikacji wzgledem C’, dla
dowolnego wierzchotka w € L, sasiedzi w M 1 R sa usuwani, natomiast sasiedzi w L
nie sa usuwani, tak wiec stopien wierzchotka u po modyfikacji wynosi:

d(u)[G//C = d(u)[G//CT= [Neye (u) N L]

i nie zalezy od zbioru krawedzi U. Skoro spelniony jest warunek (10) to Fakt 3.10
stwierdza, ze C’ jest koszacy.
Teraz uzasadnimy punkt (b). Na poczatku drugiego etapu jest spelniony warunek

Vo € Rt deyyy (v) 2 2(de(v) = £(0)), eayli dde, (v) + Sdoy (v) + dog (v) < F(0).

Dla kazdego v € R' mamy dO'L,(U) = %ch(v), gdyz zgodnie z Faktem 3.10, wierzcholek
v € R albo zlikwiduje nadmiar i znajdzie sie¢ w zbiorze M’, albo straci %ch (v) krawedzi
taczacych go z L i znajdzie sie w zbiorze R’. Biorac pod uwage, ze dcéw(v) = dg,, (v)
i dO;{,(U) = dc, (v), otrzymamy Vv € R’ : dO'L,(U) + %dcéw(v) + dO;{,(U) < f(v), co jest

réwnowazne z warunkiem (b)

Na koficu trzeciego etapu podgraf C’ jest oczywiscie f-skojarzeniem. Aby zakoriczyé
dowdéd twierdzenia, musimy pokazac, ze jest f-skojarzeniem p-koszacym.

Napierw udowodnimy, ze f-skojarzenie 5’, znajdowane w punkcie 1 trzeciego etapu,
jest koszace na zbiorze M U R. Wystarczy zastosowaé Fakt 3.10, podstawiajac A := M,
B := R. 7Znéw czynnosci wykonywane w celu znalezienia 5’, to procedura ktérej istnienia
dowodzi Fakt 3.10. Aby zastosowaé ten fakt musimy wprowadzi¢ ”staba” modyfikacje,
ktora tym sie rézni od zwyklej modyfikacji, ze wierzcholki ze zbioru M nie sa usuwane
(przy zwyklej modyfikacji powinny by¢ usuwane, gdyz sa nasycone). Fakt 3.10 mozna
udowodnié¢ takze przy stabej modyfikacji. Przy stabej modyfikacji podgraf C' jest koszacy
jedynie na zbiorze M U R, gdyz po takiej modyfikacji wierzcholki ze zbioru R znikna,
wierzchotki z M beda mialy zerowa pojemnosé, natomiast nic nie mozna powiedzie¢ o
wierzchotkach z L. (Zauwazmy w tym miejscu, ze gdyby f-cykl C' byt p-koszacy, to
nie mozna by bylo zastosowac tego argumentu - dlatego wlasnie procedura CYKI, musi
znajdowaé f-cykl koszacy, mimo ze latwiej jest znalezé f-cykl p-koszacy).

Wyjasnimy teraz, dlaczego spelniony jest warunek (10) powyzszego faktu. Pamietamy,
e C =C \ U. Podczas stabej modyfikacji wzgledem 5’, dla dowolnego wierzcholka

38



u € M, sasiedzi w R sa usuwani, natomiast sasiedzi w L i M nie sa usuwani, niezaleznie
od zbioru usuwanych krawedzi nadmiarowych U. Zatem stopienn wierzcholka u po stabej
modyfikacji wynosi:

d(uw)[G//C] = d(w)[G//C] = |Nevo(u) N (LU M)

Tak wiec na podstawie Faktu 3.10 wiemy, ze C jest koszace na zbiorze M U R, przy
stabej modyfikacji. Skoro jednak jest koszace przy stabej modyfikacji, to jest koszace
takze przy ”normalnej” modyfikacji.

Wiemy, ze C jest koszace na zbiorze M U R. Teraz wyjasnimy, dlaczego f-skojarzenie
C" jest p-koszace na wszystkich wierzchotkach. W tym celu definiujemy dwie funkcje:

o7 = Y f)duor@)+ Y f(0)d(v)

veLNZ ve(MUR)NZ
o7 .= Z f(v)dp(v)
velNZ
Gdy Z =LUM U R, to symbol Z bedziemy opuszczaé. Oczywiscie & = &1 4+ P,

Gdybyémy wykonali modyfikacje wzgledem C, to wartoéé¢ funkcji ®MYF zmniejszyla
by sie o staly procent, gdyz ®MVE = @MVE W punkcie 2 trzeciego etapu procedury
wykonuje sie p-modyfikacje wzgledem 5’, co pociaga za soba m.in. znikniecie wierz-
choltkéw zbioru R. Nastepnie, w punkcie 3 trzeciego etapu, znajdujemy f-skojarzenie
koszace (), w podgrafie dwudzielnym miedzy zbiorami L i M. Gdybyémy wykonali

modyfikacje wzgledem (), to zmniejszyla by sie o staly procent wartosé funkeji:

OF = f(v)dur(v)
veL

Tak wiec, po p-modyfikacji wzgledem C’ := Q U 5’, warto$é funkeji ®; zmniejsza sie o
staly procent, co wynika z Faktu 3.11 i nastepujacej po nim uwagi (patrz strona 40).
Pozostaje udowodnié, ze takze wartosé funkcji ® zmniejsza sie o staly procent, czyli ze
C" jest f-skojarzeniem p-koszacym.

Rozwazmy dwa przypadki:

1. ®3[G] < ¢®4[(], gdzie ¢ jest staly calkowita.

Skoro ®; zmniejsza wartosé o staly procent, a ®; jest mniejsze od ¢4 (z doktadnoscia
do stalego czynnika), to ® = & + P, takze zmniejsza wartos¢ o staly procent.

W tym wypadku udowodnimy, ze ®, zmniejsza wartosé o staly procent. Mozemy
oszacowac:

2[G/p/C] < Bo[G/p/C] < R[G/p/CT < (L= ) R[G] < (1 — 1) o[G]

gdzie ug,u; € (0,1). W powyzszym wzorze pierwsza nieréwno$é mozna wywnios-
kowaé ze sposobu w jaki C’ powstaje z C', druga nieréwno$¢ jest oczywista, trze-
cia nier6wnoé¢ wynika z zalozenia trzeciego etapu, natomiast czwarta nieréwnosé
wynika z zalozenia ®[G] > ¢®4[G], gdyz:

(1~ u) RG] = (1 o) (B1[G] + BG)) < (1~ 0) (= + Dbo[C]
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przy czym

1
(1—u0)(z+1)<1<:> < ug

1+¢
a ostatnia nieréwnos¢ jest spetniona dla odpowiednio duzej stalej c.

Skoro @, i 5 zmniejszaja wartosci o staly procent, to takze ® = &1+ &, zmniejsza
wartosé o staly procent.

\%

Uwaga: Dodawanie krawedzi do f-cyklu C' w trzecim etapie procedury ZAMIANA jest
odpowiedzialne za to, ze ostatecznie otrzymujemy f-skojarzenie p-koszace - stabsze od
koszacego. Warto wyjaéni¢ dlaczego zrezygnowano z silniejszej procedury, zamieniajacej
f-cykl koszacy na f-skojarzenie koszace. Na rysunku 17 (strona 40) widaé sytuacje,
w ktérej bardzo trudno zamieni¢ f-cykl C' na f-skojarzenie koszace C’, przy pomocy
samego usuwania krawedzi f-cyklu (aby nie zaciemniaé obrazu nie wszystkie krawedzie
sa narysowane; podgraf C' sklada sie ze wszystkich krawedzi miedzy zbiorami M i R;
podgraf C” sktada sie z tych krawedzi podgrafu C', ktérych nie usunieto).

Rysunek 17: Dlaczego trudno jest zamienié f-cykl na f-skojarzenie koszace.

Aby C' byt koszacy wartos¢ funkcji ® musi sie zmniejszaé o staly procent, po mody-
fikacji wzgledem C’. Oczywiscie ® = &L + &M + &8 przy czym skladnik ®* dominuje
nad pozostalymi skladnikami, tak wie¢ warto$é ® musi sie zmniejszaé o staly procent.
Niech M’ :={v € M : dg:(v) = f(v)}. Aby wartoéé¢ & zmniejszala sie o staly procent,
musi by¢ spetniony nastepujacy warunek:

| M| > u| M|

gdzie u € (0, 1). Trudno sobie wyobrazi¢ metode usuwania nadmiaru z f-cyklu C, ktéra
by zapewniala spelnienie powyzszego warunku.

Teraz przypomnimy i udowodnimy fakty wykorzystywane w dowodzie Twierdzenia 3.9.

Fakt 3.11 Mamy 2 rozlgczne zbiory wierzchotkéow A i B. Znajdujemy f-skojarzenie
My koszgce na A, nastepnie wykonujemy modyfikacje wzgledem My, potem znajdujemy
[-skojarzenie Mp koszgce na B. Podgraf M := M4 U Mp jest f-skojarzeniem koszgcym
na AU B.

Dowdd Oczywisty dowdd pomijamy.
\Y%
Uwaga: Powyzszy fakt jest prawdziwy takze jesli wykonujemy p-modyfikacje za-
miast modyfikacji. Otrzymamy wtedy f-skojarzenie p-koszace na A U B. Fakt ten jest
prawdziwy takze jedli "koszenie” zdefiniujemy przy pomocy funkcji ®; z Twierdzenia 3.9
zamiast funkcji .

Przypomnijmy, ze zbiér krawedzi nadmiarowych to taki zbiér krawedzi podgrafu,
ze po ich usunieciu z podgrafu, wierzchotki ktére wezedniej mialy nadmiar zachowuja go
lub staja sie nasycone.
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Rysunek 18: Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.

Fakt 3.10 (Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.)

Mamy 2 rozlgczne zbiory wierzcholtkow A @ B oraz podgraf koszgey C. Zakladamy,
Ze A CHv :de(v) < f(v)}, B CH{v:de(v) > f(v)} oraz, Ze dla dowolnego zbioru U,
U C E(C) krawedzi nadmiarowych, lezgeych miedzy A i@ B, spelniony jest warunek:

Vo € A d(w)[G//(C\U)] = d(w)[G//C]

Wtedy istnieje procedura usuwania krawedzi podgrafu C', po ktorej uruchomieniu
otrzymujemy podgraf C' o nastepujgcych wlasnosciach:
(a) C" jest podgrafem koszgcym,
(b) kaidy wierzcholek v € B traci min(de(v) — f(v),3dc,(v)) krawedzi podgrafu C,
taczqeych go ze zbiorem A.

Dowdd Kazdej krawedzi wv, gdzie w € A, v € B, wv € C, przyporzadkowujemy wage:
waga(wv) := d(w)[G//C]

Whprowadzmy oznaczenia: f'(v) := f(v)[G//C], d'(v) := d(v)[G//C],
['(w) == f)[G//(C\U)], d"(v) = d(v)[G//(C\ U)], gdzie U jest dowolnym zbiorem
krawedzi nadmiarowych, lezacych miedzy zbiorami A i B.

7. zalozen faktu mozna wywnioskowad, ze:

Vw ¢ Az [ (w)d"(w) = f'(w)d'(w)
- Yw e A: f(w)d"(w) = f(w)d (w) + dy(w)d' (w)

Tak wiec wagi maja nastepujaca, zasadnicza, wlasnosé:

OIG//(C\U)] = @G/ /CT+ Y wagale)

eecU

Procedura usuwania krawedzi polega na tym, ze kazdy wierzcholek v € B wybiera
do usuniecia krawedzie z najmniejszymi wagami, w liczbie:

min(dc(v) — f(v), %ch(v))

sposréd krawedzi podgrafu C, taczacych go ze zbiorem A. Jak widaé, warunek (b) jest
spelniony. Musimy jeszcze udowodnié, ze jest spelniony warunek (a), czyli ze C'\ U jest
podgrafem koszacym, gdzie U oznacza zbiér krawedzi wybranych do usuniecia.
Wprowadzmy dodatkowo oznaczenia:
¢ = G, ¢ = P[G//C], D" = O[G//(C\ U)],
W =3 et weaven Waga(wu), Wo =30, e0.we s ve Waga(wu).
Mamy udowodnié¢, ze C'\ U jest podgrafem koszacym, czyli:

O < (1 —u)®, uy € (0,1) (11)
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Zauwazmy, ze ®" — ®' = Wy, oraz ze Wiy < $We. Mozemy ponadto oszacowaé

Weo <Y pead(w)de(w). Tak wiec:

" — o' < = Z d'(w)de (w) (12)
2 wEA
Jedli teraz pokazemy, ze:
o — P> Z d' (w)de(w) (13)
wEA

to wtedy ze wzoréw (12) i (13) oraz z tego, ze C' jest podgrafem koszacym, czyli:
O < (1 —up)® , ug € (0,1)
bedzie wynikato (11). Aby udowodni¢ wzér (13) wystarczy zauwazy¢, ze:

&— %> 3 (d(w)f(w) - d'w) ) > Y d(w)dolu)
weA weA
gdyz dla w € A mamy f'(w) = f(w) — do(w).
\%

3.4 Znajdowanie f-skojarzenia koszacego lewostronnie w grafie dwudziel-
nym.

Na poczatku musimy wprowadzi¢ pojecie (D, F)-bloku oraz macierzy (D,F)-blokéw, w

grafie dwudzielnym Gpg.

Definicja 3.12 Niech A := {v € L : d(v) € (D/2,D], f(v) € (F/2,F]} oraz niech
B bedzie zbiorem wszystkich sgsiadéw wierzchotkéw ze zbioru A. Podgraf QQap grafu
dwudzielnego Grr, skladajgcy sie ze wszystkich krawedzi grafu Grr incydeninych do
zbioru A, nazywamy (D,F)-blokiem.

Zbiér nastepujacych (D, F)-blokéw:

(n) (1.3) (1.3) o (nd) (02) (1)
(55 (35 -« G4 (3.2 G
34 - G G2 G

(9 (42 @)

22) (21

(1.1)

nazywamy macierzg blokéw w grafie dwudzielnym Gpr. Macierz blokéw wyznacza
podzial grafu dwudzielnego na rozlaczne krawedziowo podgrafy. Réwnoczesnie zbiory A
blokéw wyznaczaja podzial zbioru L.

Bloki macierzy mozna rozlaczyé, przy czym kazdy wierzcholek v € R rozszczepia sie
na peczki, po jednym dla kazdego bloku incydentnego do v. W kazdym z rozlaczonych
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blokéw bedziemy znajdowac f-spanner, o nastepujacej definicji:

Definicja 3.13 Niech S bedzie podgrafem (D,F )-bloku Qap. Oznaczmyl(S) :=V(S)N
A, r(9) == V(S)N B. Podgraf S nazywamy f-spannerem, jesli spelnia nastepujgce
warunki:

o |I(9)| > uo|Al|, gdzie ug jest stalg niezaleing od n, ug € (0, 1)
o Vo el(S) : uif(v) <ds(v) <erf(v), gdzie uy i ¢y to stale, uy € (0,1)
o Vo er(9) :ds(v) <erdg(v)s +1

Jesli w (D, F)-bloku Q4p znajdziemy f-spanner, to bedzie go mozna zamieni¢ na
f-skojarzenie M o nastepujacej wlasnodci: 73", c 4 f(v) lub 3" 4 d(v) zmniejsza wartosé
o staly procent, po modyfikacji wzgledem M”, co zostanie udowodnione w Twierdze-
niu 3.14.

Wyjasnimy teraz skad wziela sie taka a nie inna postaé funkeji ®, w definicji koszenia.
Okazuje sie ze, potrafimy znalezé takie f-skojarzenie w grafie wejsciowym, ze po mody-
fikacji wzgledem niego, w jednych obszarach grafu zmniejsza sie o staly procent suma
stopni wierzchotkéw, a w innych obszarach zmniejsza sie suma pojemnosci. (Przez ”ob-
szar” rozumiem zbiér wierzcholkéw; aby dalsze rozumowanie bylo poprawne, obszary
muszy sie skltada¢ z wierzcholkéw o zblizonych stopniach i o zblizonych pojemnosciach).
Nic jednak nie mozna powiedzie¢ o sumie stopni, czy tez o sumie pojemnosci wszystkich
wierzchotkéw. Zauwazmy, ze je$li w pewnym obszarze zmniejsza sie suma stopni ”lub”
suma pojemnosci, to niezaleznie od tego ktéry skladnik alternatywy jest prawdziwy,
zmniejsza sie o staly procent wartos¢ sumy Y, f(v)d(v), gdzie sumowanie przebiega
po wierzchotkach obszaru. Tak wiec takze wartosé funkeji ® := 3>~ f(v)d(v), w ktérej
sumowanie przebiega po wszystkich wierzchotkach, zmniejsza sie o staly procent.

Najpierw zostanie omoéwiona procedura BLOK, znajdujaca f-skojarzenie koszace w
pojedynczym bloku, a nastepnie zajmiemy sie procedura KoszacEDWUDZIELNE, ktdra
potrafi zamieni¢ f-skojarzenia koszace w blokach na jedno duze f-skojarzenie koszace w
grafie dwudzielnym.

Przypuéémy, ze graf dwudzielny Q) 4p zawiera podgraf S. Zdanie "z podgrafu S
usunieto nadmiar na zbiorze A, otrzymujac podgraf S’ oznacza, ze dla kazdego wierz-
chotka v € A wykonano nastepujace czynnoéci:

1. jesli dg(v) < f(v), to zaznaczono wszystkie krawedzie podgrafu S incydentne do v

2. jedli ds(v) > f(v), to zaznaczono f(v) sposréd krawedzi podgrafu S incydentnych
do w.

Nastepnie wszystkie zaznaczone krawedzie utworzyly podgraf S”.

Procedura BLOK uruchomiona w bloku () 45 najpierw znajduje f-spanner, a nastepnie
usuwa nadmiar, najpierw na zbiorze A, potem na zbiorze B, dzieki czemu otrzymujemy
[-skojarzenie. W Twierdzeniu 3.14 udowodnimy, ze jest ono koszace na zbiorze A.
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PROCEDURA BLOK

1. Znajdz f-spanner w (D, I')-bloku Q5.
2. Usun nadmiar na zbiorze A.

3. Usun nadmiar na zbiorze B.

4. Otrzymany podgraf jest wynikiem dziatania tej procedury.

Rysunek 19: Zamiana f-spannera na f-skojarzenie.

Twierdzenie 3.14 Procedura BLOK znajduje f-skojarzenie koszgee, na zbiorze A, w
pojedyriczym (D, IF)-bloku Q ap, w czasie O(log> n).

Dowéd W (D, F)-bloku mozna znalezé f-spanner w czasie O(log®n). Znajdujemy go
w podobny sposdb, w jaki znajdowano "zwykly” spanner, w algorytmie znajdujacym
?zwykle” maksymalne skojarzenie, przedstawionym w rozdziale drugim. Jak tatwo sie
przekonaé, jesli w procedurze SPANNER z drugiego rozdzialu, wezmiemy:

k::log%—c

to po jej uruchomieniu otrzymamy podgraf speliajacy definicje f-spannera. Procedura
SPANNER dziala w czasie O(log® n). Punkty 21 3 procedury BLoK wykonuja sie w statym
czasie, tak wiec czas dzialania calej procedury mozna oszacowaé przez O(log” n).

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: niech S bedzie f-spannerem w (D, F)-bloku
Qap, znajdowanym w punkcie 1 procedury. Przez P oznaczmy to, co zostanie z S po
usunieciu nadmiaru na zbiorze A. Przez M oznaczmy to, co zostanie z P po usunieciu
nadmiaru na zbiorze B. Oczywiscie M, czyli wynik dzialania procedury BLOK, jest
f-skojarzeniem. Wszystkie oznaczenia pokazano na rysunku 19 (strona 44).

Udowodnimy ze podgraf M jest f-skojarzeniem koszacym na zbiorze A. Dokladniej
pokazemy, ze po modyfikacji wzgledem M jedna z sum, Y ., d(v) lub 37 o, f(v),
zmniejsza wartosé o staly procent. Wynika stad, ze nastepujaca funkcja:

o4 =" f(v)d(v)

vEA

zmniejsza warto$c o staly procent po modyfikacji, czyli ze M jest f-skojarzeniem koszacym

na zbiorze A.
Niech m := |E(Qag)| oraz niech B’ := {v € B:dp(v) > f(v)}. Zauwazmy takze, ze
podgraf P spelnia nastepujace warunki:

o [(P)=1(S) > uolA|

o Vo€ r(P):dp(v) <ds(v) < crd(v) s + 1
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Jak juz wspomnieliémy, pokazemy ze jedna z sum, )" ,c 4 d(v) lub 37, c 4 f(v), zmniej-
sza wartoséé o staly procent, po modyfikcji wzgledem M. W tym celu nalezy rozwazyé¢
nastepujace dwa przypadki:

LY dw)>uym, 2. Y d(v) <ugm

veB’! veB’!

gdzie uy € (0,1). W pierwszym przypadku jest oczywiste, ze 3" c4d(v) zmniejsza
wartoéé o staly procent, poniewaz wierzchotki ze zbioru B’ sa nasycone, a zatem sa
usuwane podczas modyfikacji. W drugim przypadku pokazemy, ze zmniejsza sie o staly
procent warto$é 3, c 4 f(v). Musimy wiec udowodnié, ze:

> da(v) > us Y f(v), us € (0,1)

vEA vEA

Pamietajac, ze podczas usuwania nadmiaru na P jedynie wierzcholki ze zbioru B’ usuwaja
krawedzie, oraz ze kazdy taki wierzcholek moze usunac najwyzej dp(v)— f(v) < dp(v)—1
krawedzi, mozemy oszacowac:

> du(v) > Y dp(v) = Y (dp(v) = 1) >

vEA vEA veEB'
F F
Z dp(v) — Z cd(v)—= > Z dp(v) —c1—= Z d(v) >
D D
vEA veEB' vEA veEB'
F
Z dp(?]) — C1—5=Ua2Mm
D
vEA

Pamietajac, ze m < D|A| oraz ze:

F 1
Z dp(v) 2 Z urf(v) 2 u1|l(P)|5 > U0U1§|A|F
vEA vel(P)

mozemy dalej szacowac:

F 1 F
Z dp(v) — c1yUzm > u0u1§|A|F — 015u2D|A| =

vEA

1 1
u0u1§|A|F — cug|A|F = (u0u1§ — cru2)|A|F = us|A|F > us Z f(v)
vEA
czyli
Y du(v) > us Y f(v)
vEA vEA
Aby uzasadnié, ze 4 = Yovea f(v)d(v) zmniejsza wartodé o staly procent po mody-
fikacji, oznaczmy przez d'(v), f'(v), d4" wartodci d(v), f(v), ®* po modyfikacji wzgledem
M. Zak}adamyv ze Z’UEA f/(?]) < (1 - u) Z’UEA f(?]) lub Z’UEA d/(?}) < (1 - u) Z’UEA d(?})

Trywialne szacowanie daje:
o4 < 2(1 — u)o?

Oznacza to spadek o staly procent pod warunkiem, ze u > % W przeciwnym wypadku
mozemy uzywacé przedzialdow (D/z, D] i (F/z, I gdzie z € (1,2), zamiast (D/2, D] i
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(F/2,F]. Wtedy wystarczy, ze u > 1 — L

9
wiekszego wplywu na przedstawione tu rozwazania.

a zmieniona definicja przedzialéw nie ma

Uwaga: Miedzy punktami 2 i 3 procedury BLOK mozemy dowolnie obnizyé po-
jemnosci wierzchotkéow ze zbioru B, nawet do 1, a podgraf ktéry otrzymamy w wyniku
dziatania tej procedury bedzie nadal f-skojarzeniem koszacym na zbiorze A (oczywiscie,
w bloku z obnizonymi pojemnosciami).

Powyzsza uwaga nie wymaga dowodu, poniewaz f-skojarzenie, z jakim mamy tu
do czynienia, powstaje z f-spannera, ktory nie zalezy od pojemnosci po prawej stronie
bloku. Zauwazmy jednak, Ze nie mozemy obnizy¢ pojemnoéci wierzchotka do 0 i usunaé¢
wszystkich incydentnych do niego krawedzi podgrafu P, gdyz wtedy nie mozna by
przeprowadzié szacowania z drugiego przypadku, otrzymaliby$my bowiem:

S du(0) > S dp() = Y dp() > Y dp(v) Clguyn 1B

vEA vEA veB’ vEA

\%

Obecnie oméwimy procedure KoszACEDWUDZIELNE, znajdujaca f-skojarzenie ko-
szace na zbiorze L, w grafie dwudzielnym Grpr. Procedura ta traktuje graf dwudzielny
jako "macierz blokéw” | rozlacza bloki, potem we wszystkich blokach (réwnoczesnie) znaj-
duje f-skojarzenia koszace, przy pomocy procedury BLOK, nastepnie zlacza bloki oraz za-
mienia f-skojarzenia w blokach w jedno duze f-skojarzenie, w calym grafie dwudzielnym.
Procedura KoszACEDWUDZIELNE moze by¢ uruchamiana jedynie na grafie dwudzielnym
speliajacym pewien warunek: pojemnodci wierzcholtkéw zbioru R musza byé dostate-
cznie duze (dokladne sformulowanie warunku znajduje sie w Twierdzeniu 3.15). Ma
to zwiazek z usuwaniem nadmiaru, ktéry moze sie pojawié na zbiorze R, po zlaczeniu
blokéw. Rysunek 20 (strona 46) ilustruje roztaczanie blokéw, z punktu widzenia wierz-
cholka ze zbioru R.

Rysunek 20: Rozlaczanie blokéw.

PROCEDURA KO0OSZACEDWUDZIELNE

1. Rozlacz bloki macierzy blokéw. Wierzcholki zbioru R zostana rozszczepione na
peczki. Peczki maja taka sama pojemnos¢ jak ich wierzchotek macierzysty w
grafie G R.

2. W rozlaczonych blokach znajdz f-skojarzenia koszace, przy pomocy procedury
Brok.

3. Zlacz bloki macierzy blokéw. Otrzymasz podgraf, skladajacy sie z krawedzi f-
skojarzen w blokach. Na wierzchotkach zbioru R moze pojawié¢ sie nadmiar.

4. Niech kazdy wierzcholek zbioru R (z nadmiarem) usunie nadmiar w taki sposéb, ze
w kazdym bloku incydentnym do tego wierzchotka pozostanie przynajmniej jedna
krawedz.

5. Podgraf, jaki otrzymasz, jest wynikiem dzialania tej procedury.
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Twierdzenie 3.15 Procedura KoszacEDWUDZIELNE znajduje f-skojarzenie koszgce na
zbiorze L, w grafie dwudzielnym Grp, spelniajgcym zalozZenia:

VoelL: f(v)<gq (14)

Yv e R: f(v) > log®q (15)

Procedura dziata w czasie O(log” n).

Dowdd Najbardziej czasochlonna operacja w procedurze KoSZACEDWUDZIELNE jest
wywolanie procedury BLOK, w punkcie 2, dzialajacej w czasie O(log” n). Dlatego czas
dziatania procedury KoszaceDWUDZIELNE to O(log” n).

W punkecie 2 procedury, w roztaczonych blokach znajdujemy f-skojarzenia koszace.
Po zlaczeniu blokéw, w punkcie 3, krawedzie f-skojarzen tworza podgraf, ktéry nie jest
f-skojarzeniem, gdyz na zbiorze R moze wystapi¢ nadmiar (stopiefn podgrafu przekracza
pojemnosé), co pokazano na rysunku 21 (strona 47). Fakt 3.16, ktéry ponizej przy-

Rysunek 21: Powstawanie nadmiaru po prawej stronie grafu.

taczamy, zapewnia, ze podgraf ten jest koszacy, przy czym zalozenie wymagane przez
ten fakt wynika ze sposobu przyporzadkowania peczkom pojemnogci.

Fakt 3.16 W grafie Grrp mamy macierz blokéw zawierajgcq bloki v, Q2, ..., Qk.
Zbiory lewo i prawo-stronne bloku (Q; oznaczamy przez A;, B;. Rozlgczamy bloki macierzy.
Przyjmujemy, ze dla wszystkich v € A; @ fg,(v) = fq(v), nie czynimy zaloZen co do po-
jemnosci wierzchotkow z B;. W blokach @); znajdujemy f-skojarzenia M;, koszgce na
A;. Oznaczmy M = Y, M;. Jesli v € B;, to niech r(v) oznacza jego wierzcholek
"macterzysty”, cxyli wierzcholtek grafu Grr zawierajgcy peczek v.

Zakladamy, Ze jesli dowolny v € B; jest nasycony wzgledem M; w Q;, to r(v) jest
nasycony (lub ma nadmiar) wzgledem M w Gpgr. Przy tym zaloZeniu M jest podgrafem
koszgeym na L w GrR.

W punkcie 4 procedury usuwamy nadmiar na zbiorze R w taki sposéb, ze kazdy
wierzcholek R pozostawia przynajmniej jedna krawedZz we wszytkich incydentnych do
siebie blokach. Ta operacja jest wykonalna dzieki zalozeniu (15), gdyz log® ¢ to wlagnie
liczba wszystkich blokéw macierzy blokéw. Musimy udowodnié, ze f-skojarzenie, jakie
otrzymujemy po usunieciu nadmiaru, jest koszace na zbiorze L.

Oznaczmy zbidr krawedzi, ktére zniknely z podgrafu w punkcie 4 procedury, przez U.
Powréémy do momentu, w ktérym procedura BLOK wykonuje obliczenia w roztaczonych
blokach. Dokladniej, jesteSmy miedzy punktami 2 i 3 procedury BLOK, gdy nadmiar po
lewej stronie kazdego bloku zostal juz usuniety, ale nie zrobiono tego po prawej stronie.
Mozemy wymusié¢ znikniecie krawedzi ze zbioru U obnizajac odpowiednio pojemnosci
wierzcholtkéw po prawej stronie kazdego bloku a nastepnie, gdy procedura BLOK usuwa
nadmiar po prawej stronie, usuwajac wladnie krawedzie zbioru U, tak jak to pokazano
na rysunku 22 (strona 48).

Na podstawie uwagi do Twierdzenia 3.14, w kazdym bloku (z obnizonymi pojem-
nosciami) mamy f-skojarzenie koszace. Przypomnijmy, ze pojemnos$é mozna obnizaé
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Rysunek 22: Usuwanie nadmiaru po prawej stronie grafu.

tylko do 1, zatem w kazdym peczku musimy pozostawi¢ przynajmniej jedna krawedz,
co jest przyczyna zalozenia (15). W wyniku ”"obnizania pojemnosci” pojawi sie wiecej
nasyconych peczkéw, jednak ich "macierzyste” wierzcholki w grafie dwudzielnym beda
nasycone, tak wiec zalozenie Faktu 3.16 jest spelnione. Tak wiec, na podstawie tegoz
faktu wiemy, ze po zlaczeniu blokéw dostaniemy f-skojarzenie koszace na L.

Uwaga : Procedura KoszACEDWUDZIELNE wymaga zalozenia:
Voe L: f(v) <d(v)

gdyz wymaga tego sposéb znajdowania f-spannera w bloku. Tymeczasem z definicji
modyfikacji wynika, ze stopien wierzchotka moze spas¢ ponizej pojemnosci. Aby uporaé
sie z tym problemem nalezy procedure KoszACEDWUDZIELNE zaopatrzy¢ w 7 prolog” i
?epilog”.

Niech X, X C L oznacza zbiér wierzchotkéw dla ktérych f(v) > d(v). Prolog
polega na tym, ze wierzchotkom ze zbioru X obniza sie pojemnosci do poziomu stopnia.
Zauwazmy jednak, ze f-skojarzenie koszace 7z obnizonymi pojemnosciami” moze nie
by¢ koszace po przywrdceniu pierwotnych pojemnoéci, dlatego w epilogu dokonuje sie

"uszlachetniania f-skojarzenia”: sasiedzi zbioru X (czyli wierzchotki

czegos w rodzaju
w odleglosci 1 od tego zbioru) dodaja do f-skojarzenia krawedzie wchodzace do X, w
jak najwiekszej liczbie. Wszyscy sasiedzi moga to zrobi¢ réwnoczesnie, gdyz na zbiorze
X nie ma zadnych ograniczeii co do stopnia f-skojarzenia. W efekcie, po modyfikacji,
stopnie wierzcholkéw z X beda réwne 0, tak wiec ”uszlachetnione” f-skojarzenie na

pewno bedzie koszace.

\%

A oto fakt, ktérego dwukrotnie uzywalidmy w powyzszym twierdzeniu:

Fakt 3.16 W grafie Grr mamy macierz blokow zawierajgeg bloki 1, @2, ..., Q. Zbiory
lewo i prawo-stronne bloku (); oznaczamy przez A;, B;. Rozlgczamy bloki macierzy.
Przyjmujemy, ze dla wszystkich v € A; @ fog,(v) = fa(v), nie czynimy zaloZen co do
pojemnodci wierzchotkow z B;. W blokach Q; znajdujemy f-skojarzenia M;, koszgce
na A;. Oznaczmy M =%, M;. Jesliv € B;, to niech r(v) oznacza jego wierzcholek
"macterzysty”, cxyli wierzcholtek grafu Grr zawierajgcy peczek v.

Zakladamy, Ze jesli dowolny v € B; jest nasycony wzgledem M; w Q;, to r(v) jest
nasycony (lub ma nadmiar) wzgledem M w Gpgr. Przy tym zaloZeniu M jest podgrafem
koszgeym na L w GrR.

Dowdd  Jedli spelnione jest zalozenie faktu, to z punktu widzenia zbioru L, ”modyfikacja
na zlaczonych blokach” i ”modyfikacja na rozlaczonych blokach” (prawie) niczym sie nie
réznia, a to z kolei oznacza, ze wartosé funkeji ® zmniejszaja sie (prawie) tak samo, w
obu przypadkach. Jest jasne, ze M jest koszacy na L, gdy bloki sa roztaczone, jest wiec
koszacy na L takze przy zlaczonych blokach.

\%
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3.5 Znajdowanie PMfM w grafie.

Teraz omoéwimy zestaw procedur stuzacych do znajdowania PMfM, tj f-skojarzenia ()
speliajacego warunek:

Vo i(v) > 2(f(v) — dg(v)) — s(v)

gdzie i(v) oznacza liczbe nasyconych sasiadéw wierzchotka v,
s(v) := max{0,2f(v) — d(v)}.

Okazuje sie, ze bardzo tatwo znalezé PMfM w grafie dwudzielnym: potrafimy tego
dokonaé w stalym czasie, przy pomocy opisanej nizej procedury CZESCIOWEDWUDZIELNE.
Aby znalezé PMIM w dowolnym grafie G, dzielimy go na rozlaczne krawedziowo, dwu-
dzielne podgrafy G, Gg, ..., Glogn W nastepujacy sposoéb:

Gi= Gyw
Gy = GV007V01 U GV107V11
Gs = GV0007V001 U GV0107V011 U GV1007V101 U GV1107V111

gdzie Vj, oznacza zbiér wierzchotkéw, ktérych identyfikatory maja prefiks b (b jest ciagiem

bitéw), natomiast G'4 p oznacza podgraf dwudzielny skladajacy si¢ ze wszystkich krawedzi
miedzy zbiorami A i B. Jak widaé, Gy4q powstaje z Gy poprzez zastapienie kazdego

wyrazenia postaci Gy, v, przez Gv,, v,, UGv, v,

Przypuéémy, ze mamy PMIM X w G U...UGg_1. Okazuje sie, ze jak to zostanie
udowodnione w Twierdzeniu 3.17, jesli wykonamy modyfikacje wzgledem X, nastepnie
znajdziemy PMfM Y w Gy, to wtedy X UY bedzie PMfM-em w G U...UGg. Na tym
spostrzezeniu opiera sie procedura CzESCIOWE. Ponizej przedstawiono formalny zapis
procedury CzZESCIOWE, znajdujacej PMfM w dowolnym grafie. Gdy méwimy, ze pewna
procedura jest uruchamiana na Gy, to w rzeczywistosci obliczenia prowadzimy nie na
Gy, lecz na tym co zostalo z Gy, po uprzednio przeprowadzonych modyfikacjach.

PROCEDURA CZESCIOWE
1. Niech X := 0. Dla k:=1,...,logn wykonaj:
(a) Znajdz PMfM Y na G}, przy pomocy procedury CZESCIOWEDWUDZIELNE.

(b) Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem podgrafu Y.
(¢) Niech X :=XUY.

2. X jest wynikiem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 3.17 Procedura CzESCIOWE znajduje PMfM, w dowolnym grafie, w czasie
O(logn).

Dowéd Petla wykonuje O(logn) iteracji, w ktérych wywolywana jest dzialajaca w
stalym czasie procedura CzZESCIOWEDWUDZIELNE, tak wiec procedura CZESCIOWE dziala
w czasie O(logn).

Udowodnimy teraz, ze w punkcie 2 procedury, podgraf X jest PMfM-em w grafie .
Wystarczy udowodnié¢, ze na koricu k-tej iteracji petli podgraf X jest PM{M-em w grafie
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Gh1U. . .UGy. Zakladamy, ze na poczatku k-tej iteracji X jest PMfM-em w G U. . .UGg_;.
Musimy wiec udowodnié¢, ze X UY jest PMfM-em w (G U...UGk_1) UGy.
Udowodnimy to w nieco ogdlniejszym sformulowaniu: zakladamy, ze mamy dwa
rozlaczne krawedziowo podgrafy G4 i Gy. Znajdujemy PMIM M; w G5, wykonujemy
modyfikacje grafu wzgledem M, a nastepnie znajdujemy PMfM M, w G3. Udowod-
nimy, ze My U My jest PM{M-em w G UG5, Koncentrujemy sie na jednym wierzchotku
v, nalezacym do obu podgraféw, dlatego w dalszej czedci bedziemy opuszczaé 7 (v)”.
Wprowadzimy teraz oznaczenia, ktére pokazano takze na rysunku 23 (strona 50): niech

Rysunek 23: Akumulowanie PM{M-6w w rozlacznych krawedziowo podgrafach.

M = My U M, niech f i d oznaczaja poczatkowa pojemnosé i stopien wierzchotka v w
podgrafie Gy U G2, niech f; i dy oznaczaja poczatkowa pojemnosé i stopienr v w pod-
grafie (G, oraz niech f5 i dy oznaczaja pojemnosé i stopienn v w podgrafie G5, po mody-
fikacji wzgledem M, (przy czym modyfikacje wykonuje sie w calym grafie wejSciowym).
Zmienna z oznacza liczbe nasyconych wzgledem M sasiadéw wierzcholka v w podgrafie
Gy. Wiemy, ze: diy+z+dy=d, fi=f, fo= fi —dum,.

Dzieki temu, ze M; i My sa PMfM-ami, wiemy ze:

ik > Jk =2(fs —dm,) — sk, k=1,2 (16)

gdzie sp = max{0,2f; — di}, a ix oznacza liczbe nasyconych (wzgledem M}) sasiadéw
wierzcholtka v w podgrafie G.
Aby udowodnié, ze M jest PM{M-em w G U Gy, musimy pokazaé ze:

P> 2(f = du) — s (17)

gdzie s = max{0,2f — d}, a ¢ oznacza liczbe nasyconych (wzgledem M) sasiadéw wierz-
chotka v w podgrafie G U G.
Jest oczywiste, ze:
i > max{0,4;} + « + max{0, iz}

tak wiec, aby udowodnié¢ (17), wystarczy pokazaé, ze:
max{0, ji1} + = + max{0, j2} > 2(f —dp) — s (18)
Zauwazmy na poczatku, ze:
Je >0 <= 2dp, <dp, k=1,2
Rozwazmy nastepujace przypadki:

1.j120,j2>0

Musimy udowodnié, ze j; + & + j2 > 2(f — dy) — s, co jest réwnowazne:
2fos + x4+ 5> 51+ 59

Zauwazmy, ze s # 0 implikuje s; # 0, musimy wiec rozwazy¢ nastepujace podprzy-

padki:
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(a) 87&07817&07827&0

2fa+ o+ s> 81+ s9 jest rébwnowazne x + dy + dy > d, co jest prawda.

(b) s#0,5 #0,5,=0
s # 0 implikuje 2f > d, s, = 0 implikuje 2f; < dy, ponadto wiemy ze
dy + dy < d, stad:

di+2f, <di+dy <d<2f=2f

dy <2(f1 = f2) = 2dny,
Jednak j; > 0 implikuje dy > 2dpy,, czyli mamy sprzecznosc.

(c) s=0,51#0,55#0
2fs+x+s > 51453 jest rtéwnowazne z + dy +dy > 2 f1, co jest prawda, gdyz
s = 0 implikuje d > 2 f;, oraz d = & + dy + ds.

(d) s=0,s1=0,52#0
2fo+x + s> 51+ $9 jest rdGwnowazne x + dy > 0, co oczywiscie jest prawda.
() s=0,517#0,52=0
2fa+ 2+ s > 51 + sy jest rownowazne z + dy > 2dpy,, co jest prawda, gdyz
j1 > 0 implikuje dy > 2dyy,.

(f) Przypadek s =0, s1 =0, sy = 0 jest trywialny.
2. j1<0,52>0
Nalezy udowodnié, ze @ 4 jo > 2(f — dar) — s co jest réwnowazne:
T+ s> s
Musimy rozwazy¢ nastepujace podprzypadki:

(a) s#0,50=01lubs=0,5,=0
Trywialne.

(b) § = 07 52 7& 0
Musimy udowodnié, ze > 2f; — do.
s = 0 implikuje 2f; < d, j; < 0 implikuje dy — 2dps, < 0, zatem:

2f2—d2:2f1—2dM1—szd—QdMl—d2:$—|—(d1—2dM1)§$

(c) s#0,s2#0
J1 < 0 implikuje 2dps, > di. Musimy udowodnié, ze x + (2f — d) > 2f; — ds,
co jest rownowazne 2dps, > dy, a to wynika z zalozenia j; < 0.

3.J120,752<0

Nalezy udowodnié, ze j1 + & > 2(f — dar) — s, co jest réwnowazne:
T4 2dy, +52> 51

Musimy rozwazy¢ podprzypadki:
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(a) 51 =0
Trywialne.

(b) s1#£0,s#0
Musimy udowodnié, ze x 4 2dy, + (2f — d) > (2f1 — dv), czyli 2dp, >
d—dy — x = dj, co jest prawda, gdyz j < 0 implikuje 2dp;, > ds.

(c) s1#£0,s=0
Musimy udowodni¢, ze = 4 2dp, > 2f; — di. Wiemy, ze j; < 0 implikuje
2dp, > dg, tak wiec wystarczy udowodnié, ze z +dy > 2f) —dy, czyli d > 2f,
co wynika z zalozenia s = 0.

4. 71 <0,72<0

Nalezy udowodnié, ze:
x> 2(f —du) —s

Rozwazmy nastepujace podprzypadki:

(a) s=0
Musimy udowodnié, ze @ > 2(f — dar). 7 zalozenia j; < 01 j; < 0 wynika
2dps > dy 4+ do, s = 0 implikuje 2 f; < d, tak wiec:

Q(f—dM):2f1—2dM<d—d1—d2:$
(b) s#0
Musimy udowodnié, ze @ > 2(f — das) — (2f — d) czyli @ > d — 2dyy.

Wiemy, ze d—dy —dy = x, zatem & > d—2dpy jest rbwnowazne 2dy; > dy+ds,
co wynika z zalozenia j; < 01 75 < 0.

\%

Teraz przedstawimy formalny zapis procedury CZESCIOWEDWUDZIELNE, znajdujacej
PMfM w grafie dwudzielnym Gppg:

PrROCEDURA CZESCIOWEDWUDZIELNE

1. Znajdz PMfM na zbiorze R, przy pomocy procedury CzZESCIOWEJEDNOSTRONNE.
Oznacz je przez M.

2. Wykonaj modyfikacje grafu wzgledem M;.

3. Znajdz PMIM na zbiorze L, przy pomocy procedury CZESCIOWEJEDNOSTRONNE.
Oznacz je przez Ms.

4. My U My jest wynikiem dzialania tej procedury.

Twierdzenie 3.18 Procedura CZESCIOWEDWUDZIELNE znajduje PMfM w Gpr, w sta-
tym czasie.

52



Dowdd Procedura CzgESCIOWEDWUDZIELNE znajduje PMfM na zbiorze R (ktére oz-
naczamy przez M), wykonuje modyfikacje wzgledem My, a nastepnie znajduje PMfM
na zbiorze L (ktére oznaczamy przez Msy). Jest jasne, ze zakumulowane f-skojarzenie
(czyli My U M3) jest PMfM-em na zbiorze R, gdyz dodawanie krawedzi do podgrafu nie
zmniejsza liczby nasyconych sasiadéw dowolnego wierzchotka z R. Watpliwosé budzi
jedynie, czy jest ono takze PMfM-em na zbiorze L.

Koncentrujemy sie na dowolnym wierzchotku v € L, dlatego w dalszej czedci bedziemy
opuszczac ” (v)”. Wprowadzamy oznaczenia, ktére pokazano takze na rysunku 24 (strona
53): niech f i d oznaczajy pojemnosc i stopien wierzchotka v w punkcie 1 procedury. Po

Rysunek 24: Akumulowanie PM{M-6w ograniczonych do roztacznych zbioréow wierz-
chotkéw.

modyfikacji wzgledem M;, pojemnosc i stopienn wierzcholka v bedziemy oznaczaé przez
foids. Niech M := My U M5. Dla wierzchotka v zachodzi nieréwnosé:

iy > j2:=2(fa — dps,) — 52

gdzie sy = max{0,2f; — d3}, a iy oznacza liczbe nasyconych (wzgledem M;) sasiadéw
wierzchotka v. Chcemy udowodnié, ze:

1> 7 =2(f—dm)—s

gdzie s = max{0,2f—d}, a i oznacza liczbe nasyconych (wzgledem M) sasiadéw naszego
wierzchotka. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia: niech a oznacza liczbe sasiadéw nasy-
conych wzgledem M), ale bez krawedzi M; laczacej z v; niech b := dpy,. Jest oczywiste,
Zefng—b7dM2:dM—b7d2:d—(a—|—b)7i2a—|—i22a—|—j2.

Aby udowodnié, ze ¢ > j wystarczy pokazac, ze a + jo > j, co jest rGwnowazne:
a> S8y — S
Rozwazmy nastepujace przypadki:

1. 8275078:0

sp—s=2fa—dy=(2f —d)+ (a—).
Zalozenie s = 0 implikuje 2f —d < 0, stad s — s <a—b < a.

2. 82750787&0
sg—s=(2f—d3)— 2f—d)=a-b<a.

3. Pozostale przypadki sa oczywiste.

\%

Pozostala do omdéwienia najbardziej elementarna spoéréd procedur stuzacych do znaj-
dowania PMIM, procedura CzESCIOWEJEDNOSTRONNE, znajdujaca PMfM ograniczone
do zbioru B, w grafie dwudzielnym G 4p. W procedurze tej, dwukrotnie, wierzchotki
zbioru B proponuja krawedzie (wierzcholtek v proponuje f(v) krawedzi), a nastepnie

53



wierzchotki zbioru A usuwaja nadmiarowe krawedzie sposréd zaproponowanych. Za-
uwazmy, ze procedura ta przypomina naiwna, i oczywiscie nieskuteczna, metode znaj-
dowania MfM.

PROCEDURA CZESCIOWEJEDNOSTRONNE

1. Powtérz 2 razy:

(a) Niech kazdy wierzcholek ze zbioru B zaznaczy f(v) incydentnych do siebie
krawedzi grafu. Zaznaczone krawedzie tworza pewien podgraf.

(b) Niech wierzcholki ze zbioru A usuna nadmiarowe krawedzie podgrafu. Otrzy-
masz wtedy f-skojarzenie.

(c) Wykonaj modyfikacje wzgledem znalezionego f-skojarzenia.

2. Zakumulowane f-skojarzenie, czyli suma f-skojarzen z obu iteracji, jest wynikiem
dziatania tej procedury.

Twierdzenie 3.19 Procedura CZESCIOWEJEDNOSTRONNE znajduje PMfM, ograniczone
do zbioru B, w stalym czasie.

Dowdéd Cheemy udowodnié, ze dla dowolnego wierzchotka v € B spelnione jest:

i(v) > 2(f(v) — dum(v)) — s(v) (19)
gdzie M oznacza f-skojarzenie bedace wynikiem dzialania CzZESCIOWEJEDNOSTRONNE,
f(v) i d(v) oznaczaja poczatkowa pojemnosé i stopien, s(v) := max{0,2f(v) — d(v)},

i(v) oznacza liczbe nasyconych wzgledem M sasiadéw wierzcholka v. Zauwazmy, ze w
przypadku gdy das(v) = f(v), nieréwnosé (19) na pewno jest spelniona.

Procedura wykonuje dwie iteracje. Na rysunku 25 (strona 54) pokazano tylko jeden
wierzcholek v € B, w obu iteracjach. W przypadku drugiej iteracji pokazano dwa przy-
padki, jakie moga sie pojawi¢ (i sa nizej rozwazane). Gruba linia narysowano krawedzie

Rysunek 25: Znajdowanie PMfM-u ograniczonego do prawej strony grafu.

zaznaczone przez wierzcholek v, zwane dalej ”grubymi krawedziami”. Gruba linia ze
skresleniem to krawedzie odrzucone przez wierzcholki ze zbioru A. Litera u oznaczono
wierzcholki, ktore beda usuniete na korcu iteracji, gdyz sa nasycone. Zmienna b oznacza
liczbe nasyconych sasiadéw wierzchotka v, ale bez incydentnej grubej krawedzi, na koncu
pierwszej iteracji. Zmienna z to poczatkowa pojemnosé¢ wierzchotka v. Zmienna y oz-
nacza liczbe sasiadéw, ktorzy skreélili gruba krawedz w pierwszej iteracji. Zmienna z
to liczba sasiadéw, ktérzy skredlili gruba krawedz w drugiej iteracji. Zauwazmy, ze na
poczatku pierwszej iteracji mamy f(v) = « i d(v) = @ 4+ b+ 2, natomiast na poczatku
drugiej iteracji mamy f(v) = y i d(v) = a. Od tego momentu opuszczamy w zapisie
symbol wierzchotka 7 (v)”.

Rozwazmy dwa przypadki:

l.a>y

Wiemy, ze ¢ > y+ 2z ,dy = (. —y)+ (y — 2) = 2 — 2. Aby udowodnié (19),
wystarczy pokazaé ze y+ z > 2(x — (x — 2)), co jest réwnowazne y > z.
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2. a<y

Wiemy, ze i > y+ b+ 2z, dy = (z —y) + (¢ — z). Aby udowodnié¢ (19), wystarczy
pokazaé, ze y+ b+ 2> 2(x — (z —y+a— z)) — s, czyli:

204+b>y+z—s

Rozwazmy nastepujace dwa podprzypadki:

(a) s=0
Wiemy, ze a + 2 > y+ z, gdyz a > z, ¢ > y, a ponadto s = 0 implikuje
a+b> x, tak wiec 2a +b> y + z.

(b) s#0
Jedli s £ 0 to s =x—a—b. Chcemy udowodnié, ze 2a+b > y+2z— (z—a—»b),
co jest rbwnowazne a + x > y + z, co jest prawda.

\%
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