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1 Wst�ep.W rozproszonym/synchronicznym modelu oblicze�n mamy do czynienia z grafem ko-munikacyjnym, kt�orego wierzcho lki s�a procesorami a kraw�edzie kana lami komunika-cyjnymi. Ka_zdy wierzcho lek mo_ze wysy la�c komunikaty do (bezpo�srednich) s�asiad�ow,poprzez kraw�edzie grafu komunikacyjnego. Model jest synchroniczny, gdy_z obliczeniawykonuje si�e w rundach: w ka_zdej rundzie wszystkie procesory wysy laj�a komunikatydo s�asiad�ow, odbieraj�a komunikaty od s�asiad�ow oraz wykonuj�a lokalne obliczenia. Wdanej chwili wszystkie procesory wykonuj�a obliczenia w tej samej rundzie.Nie stawiamy _zadnych ogranicze�n co do d lugo�sci i liczby komunikat�ow wysy lanych wczasie dzia lania algorytmu, a tak_ze co do czasu trwania lokalnych oblicze�n oraz obj�eto�s�cpami�eci pojedy�nczego procesora. Zak ladamy, _ze wierzcho lki maj�a przydzielone (r�o_zne)identy�katory, kt�ore mo_zna zapisac na O(logn) bitach, gdzie n to liczba wierzcho lk�owgrafu komunikacyjnego. Zazwyczaj zak ladamy, _ze wszystkie wierzcho lki znaj�a warto�s�cn, nie maj�a natomiast _zadnej innej wiedzy na temat grafu komunikacyjnego.B�edziemy si�e zajmowa�c jedynie algorytmami obliczaj�acymi pewne teorio-grafowefunkcje w gra�e komunikacyjnym (takie jak np maksymalne skojarzenie), co r�o_zni naszmodel od innych modeli oblicze�n, w kt�orych dane problemu s�a dostarczane ze "�swiatazewn�etrznego".Omawiane w tej pracy algorytmy s�a projektowane pod k�atem czasu dzia lania tjliczby rund jakich, w najgorszym przypadku, wymaga dany algorytm. Zauwa_zmy, _zeje�sli pewien algorytm dzia la w czasie t, to mo_zemy to zinterpretowa�c w ten spos�ob, _zeka_zdy wierzcho lek "widzi" w gra�e komunikacyjnym kul�e o promieniu t i o �srodku wsobie samym, nast�epnie oblicza warto�s�c pewnej funkcji, zale_z�ac�a od kuli. Otrzymanawarto�s�c staje si�e wynikiem dzia lania algorytmu na tym wierzcho lku (np mo_ze to by�ckolor wierzcho lka, je�sli problem to "kolorowanie wierzcho lkowe"). Mo_ze si�e wydawa�cdziwne, _ze niekt�ore nietrywialne funkcje grafowe mo_zna obliczy�c przy bardzo ma lym t:np MIS, czyli maksymalny zbi�or niezale_zny wierzcho lk�ow, w cyklu o d lugo�sci n, mo_znaznale�z�c w czasie O(log� n).Studia nad rozproszonymi algorytmami grafowymi rozpocz�e ly si�e prawdopodobniewraz z prac�a [L92], w kt�orej przedstawiono dolne oszacowanie 
(log� n) na czas potrzebnydo obliczenia MIS-a w cyklu o d lugo�sci n. Wcze�sniej, w pracy [CV86], pojawi l si�e algo-rytm znajduj�acy MIS w cyklu, w czasie O(log� n). Jak wida�c, z lo_zono�s�c problemu MISdla cyklu mo_zna wyznaczy�c dok ladnie (z dok ladno�sci�a do sta lego czynnika), co zdarzasi�e bardzo rzadko.Je�sli graf komunikacyjny ma sta ly maksymalny stopie�n, to okazuje si�e, _ze wieleklasycznych funkcji grafowych, a mianowicie: MIS, maksymalne skojarzenie, (� + 1)-kolorownie wierzcho lkowe, a nawet �-kolorownie wierzcho lkowe, daje si�e obliczy�c w cza-sie O(logc n), gdzie n jest liczb�a wierzcho lk�ow, a c sta l�a niezale_zn�a od n, tj w czasiepoli-logarytmicznym.Sytuacja zmienia si�e, gdy nie stawiamy _zadnych ogranicze�n wobec maksymalnegostopnia grafu komunikacyjnego. Dla nast�epuj�acych problem�ow: MIS, (�+1)-kolorowniewierzcho lkowe, �-kolorownie wierzcho lkowe, najlepsze znane deterministyczne algorytmydzia laj�a w raczej d lugim czasie O(n�(n)), gdzie �(n) jest funkcj�a powoli zbie_zn�a do zera(�(n) = 1=plogn). Rozwi�azania te opieraj�a si�e na redukcji do problemu obliczaniatzw (n�(n); n�(n))-dekompozycji, kt�or�a mo_zna znale�z�c przy pomocy bardzo z lo_zonego,3



deterministycznego algorytmu dzia laj�acego w czasie O(nO(�(n))) [PS96]. Z drugiej stronyO(�)-kolorowanie wierzcho lkowe (z du_zym sta lym czynnikiem przy �) mo_zna obliczy�cdeterministycznie w niezwykle kr�otkim czasie O(log� n), co zosta lo pokazane w pracy[MP00], jednak kosztem bardzo czasoch lonnych oblicze�n lokalnych.Dla wspomnianych wy_zej funkcji grafowych istniej�a proste losowe algorytmy, dzia- laj�ace w poli-logarytmicznym czasie, kt�ore cz�esto s�a kopi�a algorytm�ow dla maszymyPRAM. Tak_ze (logn; logn)-dekompozycj�e mo_zna obliczy�c losowo w czasie O(log2 n)[LS93]. Przy pewnych dodatkowych za lo_zeniach, algorytmy losowe potra��a by�c bardzoszybkie: przyk ladowo istnieje mo_zliwo�s�c obliczania kolorowania kraw�edziowego (1+�)�-kolorami, dla ma lego �, w czasie O(log logn) [GP97].Przedstawimy teraz de�nicje potrzebne, aby bardziej precyzyjnie opisa�c zawarto�s�cniniejszej pracy. Oczywi�scie b�edziemy, w miar�e mo_zliwo�sci, u_zywa�c tradycyjnej termi-nologii zaczerpni�etej z teorii graf�ow. Dwie kraw�edzie grafu nazywamy incydentnymi,je�sli maj�a wsp�olny koniec. Podgraf nazywamy skojarzeniem, je�sli _zadne dwie kraw�edzietego podgrafu nie s�a incydentne. M�owimy, _ze wierzcho lek jest skojarzony, je�sli jestko�ncem pewnej kraw�edzi nale_z�acej do skojarzenia. Skojarzenie nazywamy maksymal-nym (skr�ot MM = Maximal Matching), je�sli ka_zdy wierzcho lek grafu jest albo skoja-rzony, albo wszyscy jego s�asiedzi s�a skojarzeni (zauwa_zmy, _ze nie chodzi tu o skojarzenieo najwi�ekszej mo_zliwej liczbie kraw�edzi).W rozdziale drugim pracy zostanie przedstawiony rozproszony, synchroniczny i de-terministyczny algorytm znajduj�acy MM w czasie O(log4 n). Jest to pierwszy rozpro-szony algorytm znajduj�acy MM w czasie poli-logarytmicznym. G l�owna zasada dzia laniatego algorytmu jest cz�e�sciowo wzorowana na algorytmie znajduj�acym MM na maszyniePRAM [IS86]. Polega ona na konstruowaniu ci�agu coraz mniejszych podgraf�ow, kt�orychstopnie "dziel�a si�e przez dwa", dzi�eki czemu na ko�ncu otrzymuje si�e podgraf sta lego stop-nia, zawieraj�acy wi�ekszo�s�c wierzcho lk�ow grafu wej�sciowego, kt�ory mo_zna zamieni�c na"du_ze" skojarzenie. Problem polega jednak na tym, _ze niekt�ore funkcje grafowe mo_znaszybko obliczy�c na maszynie PRAM, natomiast nie da si�e tego zrobi�c (w czasie poli-logarytmicznym) w rozproszonym modelu oblicze�n. Przyk ladem takiej funkcji jest cyklEulera (a w la�snie cyklami Eulera pos lugiwali si�e Israeli i Siloach w swoim algorytmie).Pierwsza wersja omawianego algorytmu, kt�ora ukaza la si�e w [HKP98], dzia la la wczasie O(log7 n), nast�epnie rozmaite elementy algorytmu zosta ly ulepszone, dzi�eki czemuczas dzia lania spad l do O(log4 n) [HKP99], [HKP01]. Wydaje si�e, _ze tego rezultatu nieda si�e poprawi�c, o ile g l�owna zasada dzia lania algorytmu nie zostanie zmieniona.Zauwa_zmy, _ze skojarzenie w gra�e mo_zna zde�niowa�c jako podgraf, kt�orego wierz-cho lki maj�a stopnie mniejsze lub r�owne 1. Poj�ecie to mo_zna wi�ec w naturalny spos�obuog�olni�c do tzw f -skojarze�n: wierzcho lki grafu maj�a przyporz�adkowane pojemno�sci f(v)- s�a to dowolne liczby naturalne. Podgraf nazywamy f -skojarzeniem, gdy stopnie jegowierzcho lk�ow s�a mniejsze lub r�owne od swoich pojemno�sci. Je�sli pewien wierzcho lek mastopie�n w f -skojarzeniu r�owny pojemno�sci, to taki wierzcho lek nazywamy nasyconym.f -skojarzenie nazywamy maksymalnym (skr�ot MfM = Maximal f -Matching), gdy ka_zdywierzcho lek grafu jest albo nasycony, albo wszyscy jego s�asiedzi s�a nasyceni. Mo_zemywi�ec postawi�c problem znajdowania MfM, dla dowolnych pojemno�sci, w rozproszonymmodelu oblicze�n. Dodatkowo, mo_zemy zada�c pytanie czy problem MfM jest obliczeniowotrudniejszy od problemu MM. 4



W rozdziale trzecim przedstawimy rozproszony, synchroniczny i deterministyczny al-gorytm znajduj�acy maksymalne f -skojarzenie w czasie O(log4 n log� n), a wi�ec tylko oczynnik log� n gorszym ni_z w przypadku "zwyk lych" maksymalnych skojarze�n, gdzielog� n := minfi : log(i) n < 1g a log(i) n oznacza i-krotne z lo_zenie operacji logaryt-mowania. Funkcja log� n przyjmuje bardzo ma le warto�sci, tak wi�ec mo_zemy powiedzie�c,_ze problem MfM nie jest obliczeniowo trudniejszy od problemu MM, w rozproszonymmodelu oblicze�n.W algorytmie znajduj�acym MfM pojawiaj�a si�e pewne ca lkiem nowe zagadnienia,specy�czne dla f -skojarze�n, na przyk lad te z kt�orymi boryka si�e procedura Zamiana.Opr�ocz tego, problem MfM wymusi l zastosowanie pewnych rozwi�aza�n, kt�ore okaza ly si�eprzydatne tak_ze w algorytmie znajduj�acym MM (za przyk lad mo_ze tu pos lu_zy�c poj�eciebloku) i kt�ore przyczyni ly si�e do zmniejszenia czasu dzia lania tamtego algorytmu, lubpozwoli ly na bardziej og�olne sformu lowanie niekt�orych procedur, umo_zliwiaj�ace natu-ralne przej�scie od skojarze�n do f -skojarze�n.
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2 Algorytm znajduj�acy maksymalne skojarzenie.2.1 De�nicje i og�olny opis algorytmu.Przedstawimy teraz de�nicje i oznaczenia, kt�ore b�ed�a u_zywane w ca lej pracy.Grafem G nazywamy par�e (V;E), gdzie V jest zbiorem wierzcho lk�ow, a E zbioremkraw�edzi. B�edziemy rozpatrywa�c jedynie tzw grafy proste, czyli nie posiadaj�ace wielokrot-nych kraw�edzi mi�edzy dwoma wierzcho lami oraz nie posiadaj�ace p�etli, czyli kraw�edzi l�acz�acych jeden wierzcho lek. Zbi�or wierzcho lk�ow i kraw�edzi grafu G b�edziemy oznacza�cprzez V (G) i E(G). Stopie�n wierzcho lka v w gra�e G b�edziemy oznacza�c przez dG(v).Graf dwudzielny, kt�orego kraw�edzie  l�acz�a zbiory wierzcho lk�ow L i R, b�edziemy oznacza�cprzez GLR. Stopie�n wierzcho lka v w gra�e GLR b�edziemy oznacza�c przez dGLR(v) lubkr�ocej przez dG(v), o ile nie prowadzi to do nieporozumie�n.Przypomnijmy, _ze dwie kraw�edzie grafu nazywamy incydentnymi, je�sli maj�a wsp�olnykoniec. Kraw�ed�z jest incydentna do wierzcho lka v, je�sli jeden z jej ko�nc�ow to v. Kraw�ed�zjest incydentna do podgrafu, je�sli jest incydentna do pewnego wierzcho lka tego pod-grafu. Podgraf nazywamy skojarzeniem, je�sli _zadne dwie kraw�edzie tego podgrafu nies�a incydentne. Wierzcho lek nazywamy skojarzonym, je�sli jest ko�ncem pewnej kraw�edzinale_z�acej do skojarzenia. Skojarzenie nazywamy maksymalnym (skr�ot MM), gdy ka_zdywierzcho lek jest albo skojarzony, albo wszyscy jego s�asiedzi s�a skojarzeni.Nasze algorytmy b�edziemy zapisywa�c w j�ezyku, kt�ory mo_zna by nazwa�c "j�ezykiemprocedur synchronicznych". Procedury synchroniczne maj�a nast�epuj�ac�a cech�e: je�sli wdanym momencie, pewien procesor wykonuje procedur�e X , to wszystkie inne procesorytak_ze wykonuj�a procedur�e X . Istniej�a procedury synchroniczne elementarne i nieelemen-tarne, przy czym procedura nieelementarna sk lada si�e z ci�agu wywo la�n innych proce-dur synchronicznych (elementarnych i nieelementarnych). Wywo lania procedur elemen-tarnych s�a zazwyczaj zast�apione opisem efektu ich dzia lania. Zauwa_zmy, _ze wywo lanieprocedury synchronicznej mo_zna traktowa�c jako pewn�a globaln�a operacj�e na gra�e, mimo_ze w rzeczywisto�sci procedura ta jest wykonywana przez wszystkie procesory grafu ko-munikacyjnego.Przejdziemy teraz do og�olnego om�owienia algorytmu opisanego w tym rozdziale. Ty-powy algorytm znajduj�acy MM sk lada si�e z p�etli, w kt�orej znajduje si�e "dobre" skojarze-nie, a nast�epnie wykonuje si�e "mody�kacj�e" grafu, polegaj�ac�a na usuni�eciu kraw�edzi tegoskojarzenia wraz ze wszystkimi kraw�edziami incydentnymi do skojarzenia. Maksymalneskojarzenie to suma wszystkich skojarze�n znajdowanych w kolejnych iteracjach p�etli. Wopisanym w tym rozdziale algorytmie "dobre" skojarzenie to skojarzenie kosz�ace, kt�orede�niujemy nast�epuj�aco:De�nicja 2.1 Skojarzenie (lub dowolny podgraf) nazywamy kosz�acym, je�sli jest doniego incydentny sta ly procent wszystkich kraw�edzi grafu, czyli przynajmniej ujE(G)jkraw�edzi gdzie u 2 (0; 1).Przedstawimy teraz formalny zapis procedury Skojarzenie, znajduj�acej skojarze-nie maksymalne w dowolnym gra�e. Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a Kosza�ce,znajduj�ac�a skojarzenie kosz�ace w dowolnym gra�e, w czasie O(log3 n).6



Procedura Skojarzenie1. A := ;2. Powt�orz O(logn) razy:(a) Uruchom procedur�e Kosza�ce, kt�ora znajdzie skojarzenie kosz�ace M .(b) Usu�n z grafu kraw�edzie skojarzenia M , wraz ze wszystkimi kraw�edziami in-cydentnymi do M .(c) A := A [M3. Zbi�or kraw�edzi A jest rezultatem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 2.2 Procedura Skojarzenie znajduje MM w dowolnym gra�e, w czasieO(log4 n).Dow�od Poniewa_z procedura Kosza�ce wymaga O(log3 n) rund, to czas dzia lania pro-cedury Skojarzenie mo_zemy oszacowa�c przez O(log4 n).Zbi�or A jest oczywi�scie skojarzeniem w ka_zdej iteracji p�etli oraz po jej zako�nczeniu,dzi�eki punktowi 2(b) procedury. W ka_zdej iteracji p�etli, liczba kraw�edzi grafu zmniejszasi�e o sta ly procent. Tak wi�ec po O(logn) iteracjach wszystkie kraw�edzie grafu powinnyznikn�a�c.Zauwa_zmy, _ze je�sli usuniemy kraw�edzie pewnego skojarzenia, wraz z incydentnymi dotego skojarzenia, i oka_ze si�e _ze po takiej operacji w gra�e nie pozosta la _zadna kraw�ed�z, towynika st�ad, _ze skojarzenie by lo maksymalne. Gdyby�smy, w punkcie 3 procedury, usun�eliz grafu wej�sciowego kraw�edzie skojarzenia A wraz z incydentnymi do A, to poci�agn�e lobyto za sob�a znikni�ecie wszystkich kraw�edzi, zatem A jest skojarzeniem maksymalnym.52.2 Znajdowanie skojarzenia kosz�acego w dowolnym gra�e.Poka_zemy teraz, jak znale�z�c skojarzenie kosz�ace w dowolnym gra�e.Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a Kosza�ceDwudzielne, znajduj�ac�a skojarze-nie kosz�ace w gra�e dwudzielnym GLR, w czasie O(log3 n). Procedura ta wymaga abywszystkie wierzcho lki grafuGLR "wiedzia ly" w kt�orym ze zbior�ow si�e znajduj�a: w zbiorzeL, czy w zbiorze R.B�edziemy si�e starali skonstruowa�c w pewien spos�ob graf dwudzielny i uruchomi�c wnim procedur�e Kosza�ceDwudzielne. W tym celu wprowadzamy w gra�e wej�sciowymorientacj�e kraw�edzi, czyli "rysujemy" na kraw�edziach strza lki, a nast�epnie rozszczepia-my ka_zdy wierzcho lek na dwa p�eczki, z wchodz�acymi i wychodz�acymi strza lkami. T�eoperacje, z punktu widzenia pojedy�nczego wierzcho lka, pokazano na rysunku 1 (strona8). Graf dwudzielny, jaki otrzymamy w wyniku rozszczepiania, ma po lewej stronie wierz-cho lki z wychodz�acymi strza lkami, a po prawej z wchodz�acymi strza lkami. Na rysunku2 (strona 9) pokazano jak uzyskuje si�e graf dwudzielny, na przyk ladzie grafu o pi�eciuwierzcho lkach. 7



v v

wierzcho³ek v
po rozszczepieniu na 2 pêczki
z wchodz¹cymi i wychodz¹cymi strza³kamiRysunek 1: Rozszczepianie na 2 p�eczki.W otrzymanym gra�e dwudzielnym uruchamiamy procedur�e Kosza�ceDwudzielne,kt�ora znajduje w nim skojarzenie kosz�ace. Nast�epnie oba p�eczki ka_zdego wierzcho lka s�a"sklejane". Niestety, mo_ze si�e zdarzy�c, _ze oba p�eczki pewnego wierzcho lka by ly skoja-rzone, tak wi�ec po sklejeniu nie otrzymamy skojarzenia, a jedynie podgraf z maksymal-nym stopniem wynosz�acym dwa, czyli cykle i �scie_zki. Sklejanie par p�eczk�ow i mo_zliwo�s�cpowstawania wierzcho lk�ow ze stopniem dwa, pokazano na rysunku 3 (strona 10).Dzi�eki temu, _ze skojarzenie w gra�e dwudzielnym by lo kosz�ace, cykle i �scie_zki tak_zes�a kosz�ace, czyli jest do nich incydentny sta ly procent wszystkich kraw�edzi grafu. Wkolejnym kroku musimy zamieni�c kosz�ace cykle i �scie_zki na skojarzenie kosz�ace. Operacj�et�e, pokazan�a na rysunku 4 (strona 10), wykonujemy w dw�och etapach:1. W cyklach i �scie_zkach (bez ko�ncowych kraw�edzi) wyznacza si�e skojarzenie maksy-malne, kt�orego kraw�edzie usuwa si�e z cykli i �scie_zek. Pozostaj�a wi�ec z nich same(izolowane) kraw�edzie i pary kraw�edzi.2. Ka_zda para kraw�edzi usuwa jedn�a ze swoich kraw�edzi, t�e z mniejszym stopniem nako�ncu.Otrzymujemy w ten spos�ob skojarzenie, i jak  latwo udowodni�c, jest to skojarzeniekosz�ace. Teraz przedstawimy formalny zapis procedury Kosza�ce, znajduj�acej skojarze-nie kosz�ace w dowolnym gra�e.Procedura Kosza�ce1. Zorientuj kraw�edzie grafu w dowolny spos�ob.2. Rozszczep ka_zdy wierzcho lek na 2 p�eczki: z wchodz�acymi i z wychodz�acymi strza lkami.Otrzymasz graf dwudzielny, w kt�orym po lewej stronie s�a p�eczki z wychodz�acymistrza lkami, a po prawej z wchodz�acymi.3. W otrzymanym gra�e dwudzielnym uruchom procedur�e Kosza�ceDwudzielne,znajduj�ac�a skojarzenie kosz�ace.4. Sklej oba p�eczki ka_zdego wierzcho lka.8
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Rysunek 2: Jak si�e uzyskuje graf dwudzielny.Otrzymasz podgraf ze stopniem maksymalnym 2, czyli cykle i �scie_zki, kt�ory oz-naczamy przez C. Niech bC oznacza podgraf grafu C indukowany przez wierzcho lkistopnia 2.5. W bC znajd�z skojarzenie maksymalne X , za pomoc�a procedury Cole'a i Vishkin'a(patrz [CV86]).Niech C0 := C nX . Podgraf C0 sk lada si�e z (izolowanych) kraw�edzi i par kraw�edzi.6. Dla ka_zdej pary kraw�edzi fv; ug; fu;wg z podgrafu C 0, zaznacz kraw�ed�z fv; ug je�slidG(v) < dG(w), w przeciwnym wypadku zaznacz fu; wg.Niech C 00 := C 0 n Y , gdzie Y to zbi�or zaznaczonych kraw�edzi.7. Podgraf C00 jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 2.3 Procedura Kosza�ce znajduje skojarzenie kosz�ace w dowolnym gra�e,w czasie O(log3 n). 9
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ERysunek 3: Mo_zliwo�s�c powstawania wierzcho lk�ow ze stopniem 2.
67 8 9:;6<9=
67 > 9:;6<9=Rysunek 4: Zamiana kosz�acej �scie_zki na skojarzenie kosz�ace.Dow�od W punkcie 5 procedury znajdujemy skojarzenie maksymalne w gra�e bC. GrafbC to zbi�or cykli i �scie_zek, a wi�ec mo_zna znale�z�c MM we wszystkich jego sk ladowych, wczasie O(log� n). Procedura znajduj�aca MM w cyklu lub w �scie_zce, w czasie O(log� n),zosta la opisana w pracy [CV86]. Czas dzia lania procedury Kosza�ce jest wi�ec zdomi-nowany przez czas dzia lania procedury Kosza�ceDwudzielne, wywo lywanej w punkcie3, i wynosi O(log3 n).Niech Incyd(C) oznacza liczb�e kraw�edzi incydentnych do podgrafu C. Musimypokaza�c, _ze C00 jest skojarzeniem kosz�acym. Podgraf C sk lada si�e z cykli i �scie_zek. Pod-graf bC zawiera wszystkie sk ladowe grafu C, z tym _ze �scie_zki s�a pozbawione ko�ncowychkraw�edzi. Tak wi�ec, je�sli w sk ladowych bC znajdziemy MM i usuniemy ich kraw�edzie zC, otrzymuj�ac graf C 0, to C0 b�edzie si�e sk lada�c z kraw�edzi i par kraw�edzi, a ponadtoV (C 0) b�edzie r�owne V (C). St�ad wynika, _ze:Incyd(C 0) = Incyd(C)Graf C 00 powstaje z grafu C 0, w ten spos�ob, _ze ka_zda para kraw�edzi usuwa jedn�a ze10



swoich kraw�edzi. Ze sposobu usuwania tych kraw�edzi wynika, _ze:Incyd(C 00) � 12Incyd(C 0)Tak wi�ec C00 jest skojarzeniem kosz�acym w gra�e wej�sciowym, gdy_z C by lo kosz�ace. 52.3 Znajdowanie skojarzenia kosz�acego w gra�e dwudzielnym.Poka_zemy teraz, jak znale�z�c skojarzenie kosz�ace w gra�e dwudzielnym GLR, w cza-sie O(log3 n). Zbiory L i R b�edziemy niekiedy nazywa�c lew�a i praw�a stron�a grafu.Zak ladamy, _ze ka_zdy wierzcho lek wie, po kt�orej stronie grafu si�e znajduje.Dzielimy graf dwudzielny na podgrafy, zwane D-blokami:De�nicja 2.4 Niech A := fv 2 L : dG(v) 2 (D=2; D]g oraz niech B b�edzie zbioremwszystkich s�asiad�ow wierzcho lk�ow ze zbioru A. Podgraf QAB grafu GLR, sk ladaj�acy si�eze wszystkich kraw�edzi GLR incydentnych do zbioru A, nazywamy D-blokiem.Zbi�or D-blok�ow z parametrami: D := n; n=2; n=4; :::; 1 stanowi podzia l grafu GLRna roz l�aczne kraw�edziowo podgrafy. B�edziemy go nazywa�c wektorem blok�ow. Dwabloki mog�a mie�c wsp�olne wierzcho lki po prawej stronie. Je�sli roz l�aczymy bloki, tak abysta ly si�e (izolowanymi) sk ladowymi, to wsp�olne wierzcho lki po prawej stronie zostan�arozszczepione na p�eczki, po jednym dla ka_zdego bloku, jak to pokazano na rysunku 5(strona 11).
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k l k lRysunek 5: Roz l�aczanie blok�ow.Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a Blok, znajduj�ac�a skojarzenie kosz�ace w po-jedy�nczym bloku, w czasie O(log3 n). Aby znale�z�c skojarzenie kosz�ace w gra�e GLRroz l�aczamy bloki, a nast�epnie uruchamiamy w nich procedur�e Blok (we wszystkichblokach r�ownocze�snie). Procedura ta znajduje skojarzenia kosz�ace w ka_zdym bloku.Je�sli w ka_zdym bloku mamy skojarzenie, to po z l�aczeniu blok�ow mog�a powsta�c gwiazdyz wysokim stopniem po prawej stronie, tak jak to pokazano na rysunku 6 (strona 12).11
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� � � �Rysunek 6: Powstawanie gwiazdy po z l�aczeniu blok�ow.Otrzymany po z l�aczeniu blok�ow zbi�or gwiazd jest oczywi�scie kosz�acy. Nale_zy wi�eczamieni�c zbi�or gwiazd na skojarzenie zachowuj�ac w lasno�s�c koszenia. Przypu�s�cmy _zemamy gwiazd�e z wierzcho lkiem wysokiego stopnia v 2 R i pozosta lymi wierzcho lamiv1; v2; :::; vk; vi 2 L. Ka_zdej kraw�edzi vvi przyporz�adkowujemy wag�e dG(vi). Zauwa_zmy,_ze waga jednej z kraw�edzi gwiazdy jest wi�eksza od sumy wag pozosta lych kraw�edzigwiazdy, gdy_z nale_z�a one do r�o_znych blok�ow i ich wagi s�a, w przybli_zeniu, r�o_znymipot�egami liczby 2. Oznacza to, _ze je�sli z ka_zdej gwiazdy pozostawimy najci�e_zsz�a kraw�ed�z,to otrzymamy skojarzenie kosz�ace, gdy_z zbi�or gwiazd by l kosz�acy.Przedstawimy teraz formalny zapis procedury Kosza�ceDwudzielne, znajduj�acejskojarzenie kosz�ace w gra�e dwudzielnym GLR, w czasie O(log3 n):Procedura Kosza�ceDwudzielne1. Roz l�acz bloki wektora blok�ow.2. W roz l�aczonych blokach uruchom (r�ownolegle !) procedur�e Blok, znajduj�ac�a sko-jarzenie kosz�ace w bloku.3. Z l�acz bloki wektora blok�ow. Otrzymasz kosz�acy zbi�or gwiazd, utworzony z kraw�edzinale_z�acych do skojarze�n.4. Dla ka_zdej gwiazdy z wierzcho lkami v; v1; : : : ; vk, gdzie v 2 R, vi 2 L, zaznaczkraw�ed�z fv; vig, z najwi�ekszym dG(vi).5. Zbi�or zaznaczonych kraw�edzi jest wynikiem dzia lania tej procedury.12



Twierdzenie 2.5 Procedura Kosza�ceDwudzielne znajduje skojarzenie kosz�ace w gra�edwudzielnym, w czasie O(log3 n).Dow�od Czas dzia lania procedury Kosza�ceDwudzielne jest zdominowany przez czasdzia lania procedury Blok, wywo lywanej w punkcie 2, i wynosi O(log3 n). Musimyjeszcze pokaza�c, _ze kraw�edzie zaznaczane w punkcie 4 procedury, s�a skojarzeniem kosz�acym.Oznaczmy zbiory A blok�ow, wchodz�acych w sk lad wektora blok�ow, przez: A0; A1; : : : ;Alogn w taki spos�ob, _ze je�sli v 2 Ai to dG(v) 2 (n=2i+1; n=2i]. We�zmy pod uwag�e po-jedy�ncz�a gwiazd�e ze zbioru gwiazd, jaki powstaje w punkcie trzecim procedury. Gwiazdata ma wierzcho lek z "du_zym" stopniem v 2 R oraz wierzcho lki: v1; v2; :::; vl; vj 2 L.Wierzcho lki vj nale_z�a do (r�o_znych) zbior�ow Aj1 ; Aj2 ; :::; Ajl, gdzie j1 < j2 < ::: < jl.Zauwa_zmy, _ze: dG(v1) � 13 lXj=1 dG(vj)Zaznaczmy kraw�ed�z vv1. Do zaznaczonej kraw�edzi b�edzie incydentna przynajmniej 13kraw�edzi grafu GLR, kt�ore by ly incydentne do ca lej gwiazdy. Tak wi�ec, je�sli t�e oper-acj�e wykonamy ze wszystkimi gwiazdami, to zaznaczone kraw�edzie b�ed�a skojarzeniemkosz�acym, gdy_z zbi�or gwiazd by l kosz�acy. 5Poka_zemy teraz jak znajduje si�e skojarzenie kosz�ace w pojedy�nczym bloku. Okazujesi�e, _ze pojedy�nczy blok stanowi wygodne �srodowisko do znajdowania skojarzenia kosz�acego,gdy_z je�sli znajdziemy w nim tzw spanner, to bardzo  latwo b�edzie go mo_zna "zamieni�c"na skojarzenie kosz�ace. Wprowad�zmy oznaczenia: l(S) := V (S) \A, r(S) := V (S) \ B,gdzie S jest podgrafem grafu QAB , bez wierzcho lk�ow izolowanych.De�nicja 2.6 Podgraf S D-bloku QAB nazywamy spannerem, je�sli spe lnia nast�epuj�acewarunki:� jl(S)j � u0jAj gdzie u0 jest sta l�a niezale_zn�a od n, u0 2 (0; 1)� 8v 2 l(S) : 1 � dS(v) � c1 gdzie c1 jest sta l�a� 8v 2 r(S) : dS(v) < c1dQ(v) 1D + 1Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a Spanner, znajduj�ac�a spanner w pojedy�nczymbloku, w czasie O(log3 n). Zauwa_zmy, _ze trzeci punkt de�nicji spannera powoduje, _zeznajdowanie spannera nie jest zadaniem trywialnym: podgraf wyznaczony w ten spos�ob,_ze ka_zdy wierzcho lek ze zbioru A wybiera jedn�a kraw�ed�z prawdopodobnie nie jest span-nerem.Je�sli znale�zli�smy spanner w bloku, to mo_zemy go zamieni�c na skojarzenie usuwaj�ac"nadmiarowe" kraw�edzie najpierw z lewej, a potem z prawej strony bloku. W Twierdze-niu 2.7 udowodnimy, _ze skojarzenie to jest kosz�ace. W dowodzie tego twierdzeniapokazuje si�e, _ze: "po lewej lub po prawej stronie bloku, suma stopni skojarzonych wierz-cho lk�ow stanowi sta ly procent liczby wszystkich kraw�edzi bloku".Poni_zej przedstawiamy formalny zapis procedury Blok, znajduj�acej skojarzenie kosz�acew pojedy�nczym D-bloku QAB : 13



Procedura Blok1. Znajd�z w D-bloku spanner S, przy pomocy procedury Spanner.2. Niech ka_zdy wierzcho lek ze zbioru A zaznaczy jedn�a (dowolnie wybran�a) kraw�ed�z,spo�sr�od incydentnych do siebie kraw�edzi podgrafu S.Niech P b�edzie podgrafem indukowanym przez zaznaczone kraw�edzie.3. Niech ka_zdy wierzcho lek ze zbioru B zaznaczy jedn�a (dowolnie wybran�a) kraw�ed�z,spo�sr�od incydentnych do siebie kraw�edzi podgrafu P .Niech M b�edzie podgrafem indukowanym przez zaznaczone kraw�edzie.4. Podgraf M jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 2.7 Procedura Blok znajduje skojarzenie kosz�ace w pojedy�nczym bloku,w czasie O(log3 n).Dow�od Czas dzia lania procedury Blok jest zdominowany przez czas dzia lania pro-cedury Spanner, wywo lywanej w punkcie 1, i wynosi O(log3 n). Podgraf M , b�ed�acywynikiem dzia lania procedury Blok, jest oczywi�scie skojarzeniem. Pozostaje udowodni�c,_ze M jest skojarzeniem kosz�acym.U_zywamy oznacze�n z procedury Blok. O podgra�e P wiemy, _ze:� jl(P )j > u0jAj gdzie u0 2 (0; 1)� 8v 2 l(P ) : dP (v) = 1� 8v 2 r(P ) : dP (v) < c1dQ(v) 1D + 1Niech m oznacza liczb�e wszystkich kraw�edzi bloku, niech u1 2 (0; 1). Rozwa_zmy dwaprzypadki:1. Pv2r(P ) dQ(v) � u1mWiemy, _ze r(M) = r(P ), tak wi�ec M jest kosz�acy.2. Pv2r(P ) dQ(v) < u1mZauwa_zmy, _ze: jl(M)j = jl(P )j � Xv2r(P )(dP (v)� 1)gdy_z ka_zdy wierzcho lek z r(P ) usuwa dP (v)� 1 kraw�edzi, a ponadto wiemy _ze Pjest zbiorem gwiazd. Mo_zemy dalej szacowa�c:jl(P )j � Xv2r(P )(dP (v)� 1) � u0jAj � Xv2r(P )(c1dQ(v) 1D) �u0jAj � c1D Xv2r(P )dQ(v) � u0jAj � c1Du1m �u0jAj � c1Du1DjAj = (u0 � c1u1)jAj = u2jAjSta la u1 musi by�c dobrana tak, aby u2 := u0 � c1u1 by lo wi�eksze od zera.14



Tak wi�ec: jl(M)j � u2jAj ; u2 2 (0; 1)Wierzcho lki po lewej stronie bloku (zbi�or A) maj�a stopnie w przedziale (D=2; D],zatem M jest kosz�acy. 52.4 Znajdowanie spannera w pojedy�nczym bloku.Teraz poka_zemy jak znale�z�c spanner w pojedy�nczym D-bloku QAB, w czasie O(log3 n).De�nicja 2.8 Niech Vparz i Vnieparz b�ed�a zbiorami wierzcho lk�ow z parzystymi i niepa-rzystymi stopniami, w gra�e dwudzielnym GAB. Podgraf G0 grafu GAB nazywamy dosko-na lym splitterem, je�sli 8v 2 Vnieparz : dG0(v) = 12dG(v) + 12 lub dG0(v) = 12dG(v)� 12,oraz 8v 2 Vparz : dG0(v) = 12dG(v).Gdyby�smy, w (logD� c)-iteracjach, znajdowali doskona ly splitter w bloku i usuwalijego kraw�edzie z bloku, to na ko�ncu otrzymaliby�smy podgraf S, maj�acy nast�epuj�acew lasno�sci:(a) 8v 2 l(S) = A : 1 � dS(v) � c1, (b) 8v 2 r(S) � B : dS(v) < c1dQ(v) 1D + 1,gdzie c i c1 s�a sta lymi, kt�ory oczywi�scie jest spannerem.Autorzy pracy [IS86], w kt�orej opisany jest algorytm znajduj�acy MM na maszy-nie PRAM, znajdowali doskona ly splitter przy pomocy cykli Eulera. Niestety, w mod-elu rozproszonym znajdowanie cykli Eulera w czasie mniejszym od �srednicy grafu jestniemo_zliwe, jak to pokazano w [Pa]. Zastanowimy si�e teraz, czy jest mo_zliwe istnie-nie innej metody znajdowania doskona lego splittera. Doskona ly splitter w parzystymcyklu to po prostu kolorowanie kraw�edzi cyklu dwoma kolorami, na przemian. Mo_zna latwo udowodni�c, _ze znalezienie takiego kolorowania wymaga czasu proporcjonalnego dod lugo�sci cyklu. Tak wi�ec, w gra�e zawieraj�acym sk ladow�a, b�ed�ac�a d lugim parzystym cyk-lem, nie mo_zna znale�z�c doskona lego splittera, w kr�otkim czasie. Poni_zszy fakt dowodzi,_ze nie jest to mo_zliwe tak_ze w grafach bez takiej sk ladowej (dow�od tego faktu znajdujesi�e na ko�ncu rozdzia lu):Fakt 2.9 Dla r := 4k + 2 oraz n := 4l(r + 1), gdzie k i l s�a dowolnymi liczbamica lkowitymi, istnieje graf r-regularny na n wierzcho lkach, w kt�orym znalezienie doskona- lego splittera wymaga czasu 
(n=r), w rozproszonym, synchronicznym modelu oblicze�n.Tak wi�ec musimy zadowoli�c si�e znajdowaniem przybli_zonego splittera, rozumianegojako graf, w kt�orym "prawie wszystkie" wierzcho lki maj�a stopie�n "r�owny w przybli_zeniu"12dQ(v). Dok ladniej, w pierwszej iteracji, przybli_zony splitter b�edzie mia l przynajmniej(1 � 1logn)jAj wierzcho lk�ow, ze stopniem w przedziale 12(1 � 1logn )dQ(v). W Twierdze-niu 2.13 udowodnimy, _ze przybli_zony splitter jest wystarczaj�aco silnym narz�edziem,aby znale�z�c spanner (oczywi�scie zbi�or l(S) b�edzie jedynie sta l�a frakcj�a A, podczas gdyu_zywaj�ac doskona lego splittera mieliby�smy l(S) = A).Aby znale�z�c przybli_zony splitter post�epujemy nast�epuj�aco: ka_zdy wierzcho lek "roz-szczepia si�e" na p�eczki stopnia 2 oraz, je�sli to konieczne, jeden p�eczek stopnia 1. Oper-acj�e t�e pokazano na rysunku 7 (strona 16).15



v v

wierzcho³ek v
po rozszczepieniu na pêczki
stopnia 2 (i jeden stopnia 1)Rysunek 7: Rozszczepianie na p�eczki stopnia dwa.Po rozszczepieniu wszystkich wierzcho lk�ow otrzymujemy zbi�or cykli i �scie_zek, kt�oryb�edziemy nazywa�c 2-dekompozycj�a. Ka_zdy p�eczek zachowuje si�e jakby by l osob-nym procesorem, podczas gdy w rzeczywisto�sci obliczenia wykonywane przez p�eczkipojedy�nczego wierzcho lka s�a wykonywane przez wierzcho lek zawieraj�acy te p�eczki. Na2-dekompozycji mo_zemy uruchomi�c dowoln�a procedur�e wymagaj�ac�a, aby graf komunika-cyjny by l cyklem lub �scie_zk�a.Skojarzenie w �scie_zce nazywamy prawie doskona lym (skr�ot nPM = near PerfectMatching), je�sli wszystkie wierzcho lki �scie_zki, za wyj�atkiem co najwy_zej ko�nc�ow, s�askojarzone. Gdyby�smy potra�li znajdowa�c nPM-y w sk ladowych 2-dekompozycji, tomogliby�smy znale�z�c doskona ly splitter, gdy_z ka_zdy p�eczek stopnia 2 mia lby dok ladniejedn�a kraw�ed�z nale_z�ac�a do nPM-u. Poszczeg�olne kroki, jakie nale_za loby wykona�c, pokazanona rysunku 8 (strona 17).Niestety, znajdowanie nPM-�ow w sk ladowych 2-dekompozycji wymaga czasu propor-cjonalnego do �srednicy tych sk ladowych, kt�ora mo_ze by�c bardzo du_za. Musimy wi�ecpost�api�c inaczej. Sk ladowe 2-dekompozycji dzielimy na dwie grupy. Sk ladow�a nazy-wamy d lug�a, je�sli jej d lugo�s�c jest wi�eksza lub r�owna od ` := 100 log2 n, w przeciwnymwypadku nazywamy j�a kr�otk�a. Sp�ojny podgraf sk ladowej 2-dekompozycji nazywamysegmentem.W ka_zdej kr�otkiej sk ladowej mo_zemy znale�z�c nPM, w czasie O(`). W ka_zdej d lugiejsk ladowej znajdujemy "nPM-y w segmentach", przy czym ka_zdy segment ma d lugo�s�cwi�eksz�a lub r�own�a od `. Granice segment�ow znajduj�a si�e na wierzcho lkach, co pokazanona rysunku 9 (strona 18).Okazuje si�e, _ze "nPM-y w segmentach, o d lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od `" mo_znaznale�z�c w czasie O(`), przy pomocy procedury D lugieStrza lki, wykorzystuj�ac 2-kolorowanie wierzcho lkowe, jakie posiadaj�a wszystkie sk ladowe (to 2-kolorowanie pochodziod dwudzielnego bloku), co zostanie dok ladnie om�owione p�o�zniej.Mo_zemy teraz precyzyjnie zde�niowa�c przybli_zony splitter jako podgraf z lo_zonyz kraw�edzi nPM-�ow w kr�otkich sk ladowych oraz z kraw�edzi "nPM-�ow w segmentych"d lugich sk ladowych 2-dekompozycji.Oczywi�scie p�eczki graniczne segment�ow mog�a mie�c zero lub dwie kraw�edzie nale_z�acedo przybli_zonego splittera, dlatego takie p�eczki nazywamy z lymi p�eczkami, a ichkraw�edzie (tj kraw�edzie incydentne do granic segment�ow) nazywamy z lymi kraw�edziami.Kraw�edzie, kt�ore nie s�a z le b�edziemy nazywa�c dobrymi. Wierzcho lki, kt�ore posiadaj�adu_zo z lych p�eczk�ow, b�ed�a mia ly zbyt du_zy lub zbyt ma ly stopie�n w przybli_zonym split-16
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4. 5.

Rysunek 8: Powstawanie doskona lego splittera.
17



¾¿ÀÁÂÃÄ ÅÂÆÇÈÉÊÄ ËÌÈÄÂÉÍÎÉÏÐÑÒÃÓ
ÔÆÕÖÃÄ ÅÂÆÇÈÉÊÄ ËÌÈÄÂÉÍÎÉÏÐÑÒÃÓ

×ØÙÚØÛÜÝÞßàáâß ãäÝåäàæçè
éêä ëÞßèìíéáäéêä ëÞßèìíéáä éßéàßâéîàä ëÞßèìíéáä æîïàðñòó è ãäÝåäàæßâôï

éßéàßâéîàä ëÞßèìíéáä æîïàðñòó è ëÞçæëáâô ãëêßíîèóâôï

Rysunek 9: nPM-y w kr�otkich i d lugich sk ladowych.terze. Takie wierzcho lki nazywamy niedopuszczalnymi.De�nicja 2.10 Wierzcho lek v 2 A nazywamy dopuszczalnym, je�sli liczba incydent-nych do niego z lych kraw�edzi jest mniejsza lub r�owna od dQ(v)=p, gdzie p := log n. Wprzeciwnym wypadku wierzcho lek nazywamy niedopuszczalnym.Je�sli segmenty s�a dostatecznie d lugie, to z lych p�eczk�ow musi by�c ma lo i wi�ekszo�s�cwierzcho lk�ow, to wierzcho lki dopuszczalne. Jak si�e oka_ze, po znalezieniu przybli_zonegosplittera, prawie wszystkie wierzcho lki s�a dopuszczalne.Jednym z powod�ow, dla kt�orych blok musi by�c grafem dwudzielnym jest to, _zebez tego za lo_zenia podczas rozszczepiania wierzcho lk�ow mog loby powsta�c bardzo du_zokr�otkich nieparzystych cykli np tr�ojk�at�ow. Ka_zdy tr�ojk�at musi zawiera�c jeden z ly p�eczek.Tak wi�ec mieliby�smy du_zo z lych p�eczk�ow i du_zo niedopuszczalnych wierzcho lk�ow.Aby znale�z�c spanner b�edziemy, w (logD�c) iteracjach, znajdowa�c przybli_zony split-ter i usuwa�c jego kraw�edzie oraz z le kraw�edzie. W kolejnych iteracjach mamy wi�ec doczynienia z coraz mniejszymi podgrafami, z kt�orych ostatni jest spannerem. Usuwaniez lych kraw�edzi ma na celu niedopuszczenie do pojawienia si�e zbyt du_zych stopni w tychpodgrafach.Teraz przedstawimy formalny zapis procedury Spanner, znajduj�acej spanner w D-bloku QAB , w czasie O(logD log2 n). Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a Splitter,kt�ora zaznacza kraw�edzie przybli_zonego splittera oraz z le kraw�edzie, w gra�e podanym nawej�sciu, w czasie O(log2 n). Stosujemy nast�epuj�ace oznaczenia: Q0 := QAB , P0 := A; Qjto graf na pocz�atku j-tej iteracji, Pj = l(Qj); Pj+1 to zbi�or wierzcho lk�ow dopuszczalnych,po uruchomieniu procedury Splitter w j-tej iteracji; dj(v) := dQj(v).18
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jRysunek 10: Pojedynczy blok.Procedura Spanner1. Dla j := 0; : : : ; k� 1 gdzie k = logD � c, wykonaj:(a) Uruchom procedur�e Splitter, kt�ora zaznaczy kraw�edzie przybli_zonego split-tera oraz z le kraw�edzie w gra�e Qj .(b) Niech do zbioru Pj+1 wejd�a wierzcho lki zbioru Pj , kt�ore s�a dopuszczalne, tjmaj�a co najwy_zej dj(v)=p incydentnych z lych kraw�edzi.(c) Z grafu Qj usu�n zaznaczone kraw�edzie (zar�owno kraw�edzie przybli_zonegosplittera jak i z le kraw�edzie) oraz usu�n wierzcho lki ze zbioru Pj n Pj+1. Graf,jaki otrzymamy, oznaczamy przez Qj+1.2. Graf Qk, traktowany jako podgraf Q0, jest wynikiem dzia lania tej procedury.Poni_zej zde�niowane zostan�a poj�ecia potrzebne, aby om�owi�c procedur�e Splitter.Potem zostan�a przedstawione Fakty 2.11 i 2.12, analizuj�ace pojedy�ncz�a iteracj�e proce-dury Spanner (w kt�orej jest wywo lywana procedura Splitter). Nast�epuj�ace potemTwierdzenie 2.13 dowodzi, _ze procedura Spanner znajduje podgraf spe lniaj�acy de�nicj�espannera.Ka_zdy wierzcho lek sk ladowej 2-dekompozycji posiada strza lk�e, wskazuj�ac�a na jed-nego (dowolnego) z dw�och s�asiad�ow. Zorientowany segment to zbi�or kolejnych wierz-cho lk�ow, kt�orych strza lki wskazuj�a w tym samym kierunku. W ka_zdej sk ladowej 2-dekompozycji, strza lki wyznaczaj�a podzia l na zorientowane segmenty, jak to pokazanona rysunku 11 (strona 20).Zak ladamy, _ze dysponujemy procedur�a D lugieStrza lki, znajduj�ac�a zorientowanesegmenty, z kt�orych ka_zdy ma d lugo�s�c wi�eksz�a lub r�own�a od `, w czasie O(`).19
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Rysunek 11: Zorientowane segmenty.Przypomnijmy, _ze wszystkie sk ladowe 2-dekompozycji bloku posiadaj�a 2-kolorowaniewierzcho lkowe, kolorami na przemian czarnym i bia lym, gdy_z blok QAB jest grafemdwudzielnym, a kolejne wierzcho lki sk ladowej znajduj�a si�e raz po lewej, raz po prawejstronie bloku. Tak wi�ec je�sli znajdziemy w sk ladowych zorientowane segmenty o d lugo�sciwi�ekszej lub r�ownej od `, to b�edzie je mo_zna  latwo zamieni�c na "nPM-y w segmentach, od lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od `". Mo_zna to zrobi�c przyjmuj�ac zasad�e, _ze ka_zdy czarnywierzcho lek zaznacza kraw�ed�z, na kt�or�a wskazuje jego strza lka, a zaznaczone kraw�edzietraktujemy jako kraw�edzie nPM-�ow. Granice "segment�ow zorientowanych" znajduj�a si�ena kraw�edziach. Dla ka_zdej takiej granicznej kraw�edzi, jeden z jej ko�nc�ow mo_ze si�e sta�cgranic�a "segment�ow z nPM-ami", jak to pokazano na rysunku 12 (strona 20).������� �������������� ������� �
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������� ������� � � �!"#���Rysunek 12: Powstawanie nPM-�ow w segmentach.Obecnie skoncentrujemy si�e na dok ladnym opisie procedury Splitter. Procedurata znajduje (zaznacza) w gra�e kraw�edzie przybli_zonego splittera oraz z le kraw�edzie, wczasie O(log2 n). Oto formalny zapis procedury Splitter:Procedura Splitter1. Rozszczep ka_zdy wierzcho lek grafu na p�eczki stopnia 2 (i ewentualnie jeden stopnia1). Otrzymasz 2-dekompozycj�e grafu.2. Uruchom procedur�e D lugieStrza lki, kt�ora znajdzie "zorientowane segmenty, od lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od `", gdzie ` := 100 log2 n, w czasie O(`), w ka_zdejsk ladowej 2-dekompozycji. 20



3. W ka_zdej sk ladowej 2-dekompozycji, niech ka_zdy czarny wierzcho lek zaznaczykraw�ed�z, na kt�or�a wskazuje jego strza lka. Zaznaczone kraw�edzie tworz�a nPM-ylub "segmenty z nPM-ami".4. Kraw�edzie nPM-�ow zaznacz jako kraw�edzie "przybli_zonego splittera". Kraw�edzieincydentne do granic "segment�ow z nPM-ami" zaznacz jako "z le" kraw�edzie.5. Zaznaczone kraw�edzie to wynik dzia lania tej procedury.Teraz przechodzimy do analizy dzia lania procedury Splitter. W nast�epnych dw�ochfaktach opiszemy co si�e dzieje ze stopniami dopuszczalnych wierzcho lk�ow, oraz z moc�azbioru takich wierzcho lk�ow, po pojedy�nczym uruchomieniu procedury Splitter. Wdalszym ci�agu b�edziemy u_zywa�c oznacze�n z procedury Spanner, a ponadto niech �ji �j oznaczaj�a maksymalny i minimalny stopie�n wierzcho lk�ow zbioru Pj w gra�e Qj .Nast�epny fakt m�owi, _ze stopie�n dopuszczalnych wierzcho lk�ow dzieli si�e przez 2 prawiedok ladnie.Fakt 2.11 Dla ka_zdego v 2 Pj+1:12 ��1� 2logn� dj(v)� 1� � dj+1(v) � 12 (dj(v) + 1) ;gdzie j jest numerem dowolnej iteracji procedury Spanner. Prawa nier�owno�s�c jestprawdziwa dla wszystkich v 2 V (Qj+1).Dow�od Niech e+ i e� oznaczaj�a liczb�e dobrych i z lych kraw�edzi incydentnych do wierz-cho lka v. Oczywi�scie dj(v) = e+ + e�. Aby ograniczy�c dj+1(v) od g�ory, zauwa_zmy _zenajgorszy przypadek ma miejsce gdy v nie ma incydentnych z lych kraw�edzi. Dlategogdy dj+1(v) jest nieparzyste i p�eczek stopnia 1 nie ma zaznaczonej kraw�edzi, to wtedy:dj+1(v) � 12(e+ + 1) = 12(dj(v) + 1)Jest to prawdziwe dla wszystkich v 2 V (Qj+1).Aby oszacowa�c dj+1(v) z do lu zauwa_zmy, _ze dopuszczalny wierzcho lek v traci naj-wi�eksz�a liczb�e kraw�edzi, gdy wszystkie jego p�eczki stopnia dwa ze z l�a kraw�edzi�a, maj�adrug�a kraw�ed�z nale_z�ac�a do przybli_zonego splittera, przez co p�eczek traci obie kraw�edzie.Mo_zemy wi�ec, dla wierzcho lka z nieparzystym dj(v), oszacowa�c:dj+1(v) � 12(e+ � e� � 1) � 12 ��1� 2log n�dj(v)� 1�poniewa_z, z de�nicji wierzcho lka dopuszczalnego, e� � dj(v)= logn. Ide�e powy_zszegoszacowania zilustrowano na rysunku 13 (strona 22). 5Nast�epny fakt m�owi, _ze po uruchomieniu procedury Splitter, w j-tej iteracji pro-cedury Spanner, prawie wszystkie wierzcho lki ze zbioru Pj s�a dopuszczalne, o ile �j�jjest ograniczone przez sta l�a. 21
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9 : 9; <Rysunek 13: Szacowanie dj+1(v) z do lu; e� = 3, e+ = 8, dj+1(v) = 2.Fakt 2.12 Dla wszystkich iteracji j := 0; : : : ; k � 1 procedury Spanner, spe lniony jestnast�epuj�acy warunek: jPj+1j � jPj j�1� 2=100logn �j�j �Dow�od W j-tej iteracji procedury Spanner jest uruchamiana procedura Splitter,kt�ora, mi�edzy innymi, zaznacza niekt�ore kraw�edzie grafu Qj jako z le. Przypomnijmy, _zePj+1 to zbi�or wierzcho lk�ow dopuszczalnych. Niech Nj+1 b�edzie zbiorem wierzcho lk�owniedopuszczalnych oraz niech be[Nj+1] b�edzie liczb�a z lych kraw�edzi incydentnych doNj+1. Zauwa_zmy, _ze jPj+1j = jPj j � jNj+1j.Dolne ograniczenie dla be[Nj+1] wynika z faktu, _ze wierzcho lki w Nj+1 maj�a, zde�nicji, przynajmniej �j= logn z lych kraw�edzi. St�ad:be[Nj+1] � jNj+1j �jlognPrzypomnijmy, _ze nasz graf jest dwudzielny, tak wi�ec wszystkie cykle (w szczeg�olno�scikr�otkie) 2-dekompozycji maj�a parzyst�a d lugo�s�c. Dlatego wszystkie z le kraw�edzie s�aincydentne do granic segment�ow z nPM-ami w d lugich sk ladowych 2-dekompozycji.Potra�my ograniczy�c od g�ory liczb�e z lych kraw�edzi incydentnych do Nj+1 przezca lkowit�a liczb�e z lych kraw�edzi w Qj . Wiemy, _ze jE(Qj)j � �j jPj j oraz, _ze ka_zdysegment z nPM-em ma d lugo�s�c przynajmniej ` = 100 log2 n i zawiera co najwy_zej dwiez le kraw�edzie, zatem mo_zemy oszacowa�c:be[Nj+1] � 2jPjj�j100 log2 nz czego, po po l�aczeniu z poprzednim wzorem, wynika teza tego faktu. 5Nast�epne twierdzenie stwierdza, _ze procedura Spanner znajduje podgraf spe lniaj�acyde�nicj�e spannera: 22



Twierdzenie 2.13 Wywo lanie procedury Spanner, z D-blokiem QAB na wej�sciu, prowadzido znalezienie spannera z parametrami u0 = 12 i c1 = 16, w czasie O(log3 n).Dow�od Procedura Spanner sk lada si�e z p�etli, wykonuj�acej O(logD) iteracji, w kt�orychnajbardziej czasoch lonne jest wywo lanie procedury Splitter, dzia laj�acej w czasie O(log2 n).Tak wi�ec czas dzia lania procedury Spanner mo_zna oszacowa�c przez O(log3 n).Musimy sprawdzi�c, czy wynik dzia lania procedury Spanner, tj podgraf Qk, spe lniatrzy warunki de�nicji spannera (u_zywamy wszystkich oznacze�n z procedur Spanner iSplitter):� jPkj > u0jP0j� 8v 2 Pk : 1 � dk(v) � c1� 8v 2 r(Qk) : dk(v) < c1d0(v) 1D + 1Niech k := logD � c. Korzystaj�ac k-krotnie z Faktu 2.11 otrzymujemy, dla ka_zdegov 2 Pk : qk (d0(v) + 1)� 1 � dk(v) � �12�k (d0(v)� 1) + 1;gdzie q = (1� 2=logn)=2, przy czym g�orne ograniczenie jest prawdziwe dla wszystkichv 2 V (Qk). G�orne ograniczenie w ostatniej nier�owno�sci dowodzi spe lnienia trzeciegowarunku de�nicji spannera, je�sli przyjmiemy c1 := 2c.Pami�etaj�ac o tym, _ze 8v 2 A : D=2 < d0(v) � D otrzymujemy, dla ka_zdego v 2 Pk :qk �D2 + 1�� 1 � dk(v) � �12�k (D � 1) + 1;przy czym dla c = 4 i dostatecznie du_zych n mamy:qk �D2 + 1�� 1 > 2c�1e�2(1+ 2log n ) � 1 > 0�12�k (D � 1) + 1 < 2c + 1 = c1 + 1 = 17co dowodzi spe lnienia drugiego warunku de�nicji spannera.Pozosta l nam do sprawdzenia pierwszy warunek de�nicji. Stosuj�ac k-krotnie Fakt 2.12otrzymujemy: jPkj � jP0j k�1Yj=0 �1� 2=100log n �j�j �Zauwa_zmy, _ze: �j�j � 2�j(D � 1) + 1qj(D=2 + 1)� 1 � 16poniewa_z �srodkowy u lamek jest rosn�acy jako funkcja zmiennej j, dla j � k. Dlatego, dladostatecznie du_zych n, mamy:jPkj � jP0j�1� 32=100log n �logn � u0jP0j ; u0 = 1223



5Teraz podamy dok ladny opis procedury D lugieStrza lki, znajduj�acej zorientowanesegmenty o d lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od `, w czasie O(`), w dowolnym cyklu lub�scie_zce. Zauwa_zmy, _ze istniej�a dwa rodzaje granic mi�edzy s�asiednimi zorientowanymisegmentami, granice typu A i B, pokazane na rysunku 14 (strona 24).
granica typu A granica typu B

koniec A segmentu
koniec B segmentuRysunek 14: Granice typu A i B mi�edzy zorientowanymi segmentami.Oto formalny zapis procedury D lugieStrza lki:Procedura D lugieStrza lki1. Na pocz�atku wszystkie strza lki wskazuj�a na dowolnego s�asiada.2. Dla i := 1; : : : ; log ` wykonaj:(a) Niech wszystkie granice typu A wykonaj�a:i. Je�sli oba segmenty dotykaj�ace granicy maj�a d lugo�s�c mniejsz�a od 2i, wtedywybierz jeden z nich i odwr�o�c go (tj odwr�o�c wszystkie jego strza lki).ii. Je�sli jeden segment ma d lugo�s�c mniejsz�a od 2i, to go odwr�o�c.(b) Je�sli na ko�ncach �scie_zki znajduj�a si�e segmenty o d lugo�sci mniejszej od 2i, toje odwr�o�c.Twierdzenie 2.14 Procedura D lugieStrza lki znajduje zorientowane segmentny o d lu-go�sci wi�ekszej lub r�ownej od `, w czasie O(`).Dow�od Mo_zna sprawdzi�c, czy zorientowany segment ma d lugo�s�c mniejsz�a od 2i w czasieO(2i), taki segment mo_zna odwr�oci�c tak_ze w czasie O(2i), tak wi�ec czas dzia lania ca lejprocedury to: logX̀i=1 O(2i) = O(`)Zauwa_zmy, _ze mo_zemy sprawdzi�c czy zorientowany segment ma d lugo�s�c mniejsz�a od2i w czasie O(2i), tylko dzi�eki temu, _ze pracujemy w modelu synchronicznym. KoniecB segmentu mo_ze wys la�c komunikat w kierunku ko�nca A, i je�sli komunikat nie dotrzew czasie 2i, to oznacza to, _ze segment jest d lu_zszy ni_z 2i (jego dok ladnej d lugo�sci nieznamy, lecz nie jest to nam potrzebne).Musimy jeszcze udowodni�c, _ze po zako�nczeniu dzia lania procedury D lugieStrza lki,wszystkie segmenty zorientowane maj�a d lugo�s�c wi�eksz�a lub r�own�a od `.24



Oznaczmy przez T (i) zdanie: "na ko�ncu i-tej iteracji wszystkie segmenty maj�ad lugo�s�c wi�eksz�a lub r�own�a od 2i". Zdanie T (0) jest prawdziwe. Za l�o_zmy, _ze prawdziwejest zdanie T (i), chcemy udowodni�c zdanie T (i+ 1). Na pocz�atku iteracji (i+ 1) istniej�atylko "d lugie segmenty", o d lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od 2i+1 oraz "kr�otkie segmenty"o d lugo�sci wi�ekszej lub r�ownej od 2i i mniejszej od 2i+1. Musimy udowodni�c, _ze nako�ncu tej iteracji wszystkie segmenty s�a d lugie. Ka_zdy kr�otki segment mo_ze znale�z�c si�ew nast�epuj�acych dw�och sytuacjach:1. dzieli granic�e typu A z d lugim segmentem lub z kr�otkim segmentem; w obu przy-padkach nasz kr�otki segment zniknie2. jego koniec A jest na ko�ncu �scie_zki; w takim wypadku kr�otki segment tak_ze zniknie,dzi�eki specjalnemu traktowaniu ko�nc�owek �scie_zekTak wi�ec prawdziwe jest zdanie T (log `), stwierdzaj�ace _ze po zako�nczeniu dzia laniaprocedury D lugieStrza lki, wszystkie zorientowane segmenty maj�a d lugo�s�c wi�eksz�alub r�own�a od `. 5Na zako�nczenie tego rozdzia lu udowodnimy fakt, przedstawiony wcze�sniej, pokazuj�acyistnienie graf�ow regularnych o du_zej �srednicy, w kt�orych znalezienie doskona lego splitteranie jest mo_zliwe w kr�otkim czasie:Fakt 2.9 Dla r := 4k + 2 oraz n := 4l(r + 1), gdzie k i l s�a dowolnymi liczbamica lkowitymi, istnieje graf r-regularny na n wierzcho lkach, w kt�orym znalezienie doskona legosplittera wymaga czasu 
(n=r), w rozproszonym, synchronicznym modelu oblicze�n.Dow�od Niech G b�edzie grafem, kt�orego wierzcho lki maj�a parzyste stopnie i kt�ory maparzyst�a liczb�e kraw�edzi. Przypomnijmy, _ze doskona lym splitterem w gra�eG nazywamypodgraf G0, taki _ze 8v : dG0(v) = 12dG(v).Dla r := 4k + 2, gdzie k jest ca lkowite, zbudujemy r-regularny graf komunikacyjny,o du_zej �srednicy, dla kt�orego b�edzie mo_zna udowodni�c, _ze znalezienie doskona lego split-tera wymaga czasu rz�edu �srednicy grafu. Graf ten to cykl zbudowany z "gadget�ow",kt�ore s�a ma lymi grafami r-regularnymi, z dwoma wychodz�acymi kraw�edziami (zwanymi"ko�nc�owkami" gadgetu). Dla wygody, kraw�edzie doskona lego splittera G0 b�edziemynazywa�c "czarnymi", a pozosta le "bia lymi". Gadgety musz�a by�c tak skonstruowane,aby po znalezieniu dowolnego doskona lego splittera w cyklu gadget�ow, ka_zdy gadgetmia l obie ko�nc�owki innego koloru. Oznacza to, _ze kraw�edzie  l�acz�ace gadgety musz�a by�c,na przemian, czarne i bia le.Gadget powstaje przez rozci�ecie jednej kraw�edzi grafu Kr+1, czyli grafu pe lnego na(r + 1) wierzcho lkach. Obie cz�e�sci rozci�etej karaw�edzi staj�a si�e ko�nc�owkami gadgetu.Niech u oznacza liczb�e pomalowanych na czarno ko�nc�owek gadgetu, u mo_ze przyjmowa�cwarto�sci 0; 1; 2. Oczywi�scie suma Pv dG0(v) + u, gdzie sumowanie przebiega po wierz-cho lkach pojedy�nczego gadgetu, jest liczb�a parzyst�a, gdy_z ka_zda czarna kraw�ed�z jestliczona dwukrotnie. Tak wi�ec (r + 1) r2 + u jest parzyste, co dla r = 4k + 2 oznacza, _ze8k2 + 10k+ 3 + u jest parzyste, czyli u = 1, a wi�ec ko�nc�owki gadgetu musz�a mie�c r�o_znykolor.Zauwa_zmy, _ze �srednica "cyklu gadget�ow" wynosi 
(n=r). Przypu�s�cmy, _ze pewien al-gorytm, dzia laj�acy w czasie mniejszym od 15 �srednicy cyklu gadget�ow, znalaz l doskona ly25
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N PRysunek 15: Gadget i "cykl gadget�ow".splitter. Dwa gadgety, maj�ace wsp�oln�a ko�nc�owk�e x, b�edziemy nazywa�c "gadgetamikraw�edzi x". Oznaczmy cztery kraw�edzie mi�edzy gadgetami, le_z�ace w r�ownych od-leg lo�sciach, przez a, b, c, d. Kraw�edzie a i c le_z�a naprzeciwko siebie i maj�a r�owne kolory.Zmody�kujemy teraz graf komunikacyjny, przenosz�ac jeden z gadget�ow kraw�edzi d, nakraw�ed�z b. Po takiej mody�kacji kraw�edzie a i c powinny mie�c r�o_zne kolory. Jednak anin ani kule jakie "widz�a" kraw�edzie a i c nie zmieni ly si�e, zatem ich kolory tak_ze si�e niezmieni ly i nadal s�a r�owne.Dowodzi to, _ze nie jest mo_zliwe znalezienie doskona lego splittera w cyklu gadget�ow,w czasie mniejszym od 15 jego �srednicy. 5
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3 Algorytm znajduj�acy maksymalne f-skojarzenie.3.1 De�nicje.Zak ladamy, _ze wierzcho lki grafu maj�a przyporz�adkowane ca lkowite pojemno�sci f(v) � 1.Wtedy podgraf M nazywamy f-skojarzeniem, gdy 8v : dM(v) � f(v). Wierzcho lek vnazywamy nasyconym, gdy dM(v) = f(v). F -skojarzenie nazywamy maksymalnym(w skr�ocie MfM), gdy ka_zdy wierzcho lek grafu jest albo nasycony, albo wszyscy jegos�asiedzi s�a nasyceni. Je_zeli w gra�e G dany jest podgraf M , to mody�kacj�e grafu Gwzgl�edem podgrafu M okre�slamy jako ci�ag nast�epuj�acych trzech operacji:1. Usu�n z grafu G kraw�edzie nale_z�ace do podgrafu M .2. (Aktualizuj pojemno�sci)Dla ka_zdego wierzcho lka v: niech f(v) := f(v)� dM(v).3. (Usu�n nasycone wierzcho lki)Dla ka_zdego wierzcho lka v: gdy f(v) � 0 to usu�n wierzcho lek v.Przyjmujemy, _ze "mody�kacja wzgl�edem pewnego f -skojarzenia" jest jedyn�a operacj�ajak�a wolno wykonywa�c na gra�e wej�sciowym. W punkcie trzecim mamy warunek f(v) �0 zamiast f(v) = 0, aby mo_zna by lo m�owi�c o mody�kacji wzgl�edem dowolnego podgrafu,a nie tylko wzgl�edem f -skojarzenia.Algorytm znajduj�acy MfM, opisany w tym rozdziale, sk lada si�e najog�olniej m�owi�acz g l�ownej p�etli, w kt�orej:1. znajduje si�e "dobre" f -skojarzenie2. wykonuje si�e wzgl�edem niego mody�kacj�e3. dodaje si�e to f -skojarzenie do tymczasowego f -skojarzenia wynikowegoG l�owna p�etla musi wykona�c tyle iteracji, aby wszystkie kraw�edzie grafu zosta ly usuni�ete.Sumowanie f -skojarze�n pojawiaj�acych si�e w iteracjach g l�ownej p�etli nazywamy ich aku-mulowaniem. Wiemy, _ze zakumulowane f -skojarzenie wynikowe jest maksymalne,gdy_z gdyby�smy wykonali mody�kacj�e grafu wej�sciowego wzgl�edem tego f -skojarzenia,to wszystkie kraw�edzie grafu wej�sciowego zosta lyby usuni�ete.F -skojarzenie znajdowane w g l�ownej p�etli, powinno by�c "dobre" w tym sensie, _zepowinno gwarantowa�c znikni�ecie wszystkich kraw�edzi, po niewielkiej liczbie iteracji. Do-bre f -skojarzenie ma zazwyczaj w lasno�s�c, _ze po mody�kacji wzgl�edem niego pewnafunkcja zmniejsza warto�s�c o sta ly procent (t�a funkcj�a mog la by by�c np liczba kraw�edzi).Taka funkcja musi mie�c nast�epuj�ace cechy:1. jest wielomianem zmiennej n, gdzie n jest liczb�a wierzcho lk�ow2. je�sli warto�s�c funkcji jest r�owna zeru, to obliczenia zosta ly sko�nczoneW opisanym w tym rozdziale algorytmie MfM, "dobre" f -skojarzenie to f -skojarzeniekosz�ace, zde�niowane nast�epuj�aco: 27



De�nicja 3.1 f -skojarzenie (lub dowolny podgraf) nazywamy kosz�acym, je�sli po mody-�kacji grafu wzgl�edem tego f -skojarzenia (podgrafu), funkcja wagowa� = Xv f(v)d(v)zmniejsza warto�s�c o sta ly procent.M�owimy, _ze podgraf "jest kosz�acy na zbiorze Z", je�sli po mody�kacji grafu funkcja�Z = Pv2Z f(v)d(v) zmniejsza warto�s�c o sta ly procent. Je�sli w gra�e dwudzielnymGLR dysponujemy podgrafem kosz�acym na zbiorze L, to b�edziemy go nazywa�c pod-grafem kosz�acym lewostronnie. Cz�esto znajdujemy pewien podgraf kosz�acy (kt�ory niejest f -skojarzeniem) a nast�epnie usi lujemy zamieni�c go na f -skojarzenie, zachowuj�acw lasno�s�c koszenia. Dlatego poj�ecia mody�kacji i koszenia s�a zde�niowane dla dowolnychpodgraf�ow, a nie tylko dla f -skojarze�n.Je_zeli wierzcho lek ma stopie�n w podgra�e wi�ekszy od swojej pojemno�sci, to m�owimy,_ze na tym wierzcho lku jest nadmiar. Podgraf, w kt�orym stopnie wierzcho lk�ow co naj-wy_zej dwukrotnie przekraczaj�a pojemno�sci nazywamy f-cyklem. W algorytmie MM, zpoprzedniego rozdzia lu, jako szkodliwy efekt uzyskiwania dwudzielno�sci pojawia ly si�ekosz�ace cykle i �scie_zki, kt�ore nale_za lo zamieni�c na skojarzenie kosz�ace. W algoryt-mie MfM pojawia si�e f -cykl kosz�acy, kt�ory nale_zy zamieni�c na f -skojarzenie kosz�ace.Niestety, operacja ta jest znacznie bardziej skomplikowana ni_z w przypadku zwyk lychskojarze�n cho�cby dlatego, _ze je�sli pojemno�sci s�a wi�eksze od 1 to f -cykl w niczym nieprzypomina "zwyk lego" cyklu.Wprowadzamy nast�epuj�ace oznaczenia: symbolem W [G] b�edziemy oznacza�c warto�s�cwyra_zenia W , zale_z�ac�a od grafu G. Symbolem W [G==Q] b�edziemy oznacza�c warto�s�cwyra_zenia W , obliczon�a po mody�kacji grafu G wzgl�edem podgrafu Q. Przyk lad:f(v)d(v)[G==Q] to warto�s�c iloczynu pojemno�sci i stopnia wierzcho lka v, obliczona pomody�kacji grafu G wzgl�edem podgrafu Q. W przypadku prostych wyra_ze�n stosujemynieco uproszczony zapis: dG(v) := d(v)[G], dG==Q(v) := d(v)[G==Q]. U_zywaj�ac tychoznacze�n mo_zemy teraz zapisac de�nicj�e podgrafu kosz�acego nast�epuj�aco:"Podgraf Q jest kosz�acy" , �[G==Q] � (1� u)�[G]gdzie u 2 (0; 1) i nie zale_zy od n.Uwaga: dla uproszczenia oblicze�n wprowadzamy nast�epuj�ac�a zasad�e: je�sli w wynikumody�kacji grafu wzgl�edem podgrafu Q wierzcho lek v zostaje usuni�ety, to wierzcho lekten mo_ze nadal �gurowa�c w obliczeniach, lecz przyjmujemy _ze:d(v)[G==Q] := 0, f(v)[G==Q] := f(v)[G]� dQ(v)Zauwa_zmy, _ze przyj�ecie takiej zasady nie ma wp lywu na warto�s�c funkcji �[G==Q], czy te_zjakiejkolwiek innej "sumy po wierzcho lkach", w kt�orej wyst�epuje czynnik d(v)[G==Q].Je�sli w opisie mody�kacji warunek f(v) � 0 zast�api�c warunkiem f(v) � p�1, to tak�aoperacj�e nazywamy p-mody�kacj�a. Po p-mody�kacji wszystkie wierzcho lki spe lniaj�awarunek f(v) � p.De�nicja 3.2 Podgraf nazywamy p-kosz�acym, je�sli po p-mody�kacji wzgl�edem tegopodgrafu, warto�s�c funkcji � zmniejsza si�e o sta ly procent.28



Zauwa_zmy, _ze podgraf p-kosz�acy, dla p > 1, nie musi by�c kosz�acy. Aby znale�z�cf -skojarzenie kosz�ace (lewostronne), w gra�e dwudzielnym GLR, w czasie O(log3 n),potrzebne jest, jak si�e wkr�otce oka_ze, za lo_zenie 8v 2 R : f(v) � p. Je�sli chcemy znale�z�cf -skojarzenie kosz�ace, wykona�c wzgl�edem niego mody�kacj�e i zn�ow znale�z�c f -skojarzeniekosz�ace, to zamiast mody�kacji konieczne b�edzie wykonanie p-mody�kacji, gdy_z zapew-nia ona zachowanie warunku f(v) � p. Oczywi�scie zakumulowane f -skojarzenie b�edziewtedy p-kosz�ace. Symbolem W [G=p=Q] oznaczamy warto�s�c wyra_zenia W , obliczon�a pop-mody�kacji grafu G wzgl�edem podgrafu Q.Podczas zamiany f -cyklu kosz�acego na f -skojarzenie p-kosz�ace (czym zajmuje si�eprocedura Zamiana) przydatne jest poj�ecie cz�e�sciowo maksymalnego f-skojarzenia(skr�ot PMfM) o nast�epuj�acej de�nicji:De�nicja 3.3 f -skojarzenie Q nazywamy cz�e�sciowo maksymalnym je�sli8v : i(v) � 2(f(v)� dQ(v))� s(v) (1)gdzie i(v) oznacza liczb�e nasyconych s�asiad�ow wierzcho lka v,s(v) := maxf0; 2f(v)� d(v)g.Nazwa PMfM ma nast�epuj�ac�a motywacj�e: w "normalnym" MfM wszyscy s�asiedzinienasyconego wierzcho lka musz�a by�c nasyceni, natomiast w PMfM os labiono to wyma-ganie do jedynie 2(f(v)� dQ(v))� s(v) s�asiad�ow, a wi�ec jest ono spe lnione "cz�e�sciowo".PMfM jest znacznie  latwiejsze do znalezienia ni_z MfM. W gra�e dwudzielnym mo_zeono by�c znalezione w sta lym czasie, przy pomocy procedury Cze��scioweDwudzielne.Je�sli warunek (1) jest spe lniony tylko na zbiorze X , to m�owimy _ze Q jest PMfM-emograniczonym do zbioru X .3.2 Og�olny opis algorytmu.Aby znale�z�c MfM w dowolnym gra�e, nale_zy uruchomi�c w nim procedur�e FSkojarzenie.Sk lada si�e ona z p�etli, w kt�orej znajduje si�e f -skojarzenie, takie _ze po mody�kacjiwzgl�edem niego, g�orne ograniczenie pojemno�sci wszystkich wierzcho lk�ow (zmienna q)"logarytmuje si�e".Procedura FSkojarzenie1. Niech q := n, S := ;. Powt�orz O(log� n) razy:(a) Uruchom procedur�e ZlogarytmujF, znajduj�ac�a f -skojarzenie X .(b) Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem X .(c) q := log2 q, S := S [X2. Powt�orz O(1) razy:(a) Znajd�z "zwyk le" maksymalne skojarzenie X(b) Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem X .(c) S := S [X3. Podgraf S jest wynikiem dzia lania tej procedury29



Twierdzenie 3.4 Procedura FSkojarzenie znajduje MfM, w dowolnym gra�e, w cza-sie O(log4 n log� n).Dow�od W ka_zdej iteracji p�etli z punktu 1, przed wywo laniem procedury ZlogarytmujFspe lniony jest warunek 8v : f(v) < q. Procedura ZlogarytmujF znajduje takie f -skojarzenie, _ze po mody�kacji wzgl�edem niego spe lniony jest warunek 8v : f(v) < log2 q.Zauwa_zmy, _ze 16 = log2 16, tak wi�ec po O(log� n) iteracjach p�etli pozostan�a jedyniewierzcho lki z f(v) � 16.Ka_zde skojarzenie maksymalne, znajdowane w iteracjach p�etli z punktu 2, jest r�ow-nocze�snie f -skojarzeniem. Skoro jest to skojarzenie maksymalne, to ka_zda kraw�ed�z maprzynajmniej jeden koniec skojarzony. Tak wi�ec, po mody�kacji, przynajmniej jeden zko�nc�ow ka_zdej kraw�edzi zmniejsza pojemno�s�c o 1. Po 32 iteracjach, ka_zda kraw�ed�z musimie�c przynajmniej jeden koniec z zerow�a pojemno�sci�a, co oznacza _ze kraw�ed�z ta zostanieusuni�eta w trakcie mody�kacji.Procedura ZlogarytmujF, podobnie jak i procedura znajduj�aca MM, opisana wpoprzednim rozdziale, dzia laj�a w czasie O(log4 n), tak wi�ec procedura FSkojarzeniedzia la w czasie O(log4 n log� n). 5W procedurze ZlogarytmujF dzielimy zbi�or wierzcho lk�ow na wierzcho lki z ma lymipojemno�sciami (zbi�or A) i du_zymi pojemno�sciami (zbi�or B). Najpierw obliczamy f -skojarzenia i wykonujemy mody�kacje w podgra�e indukowanym przez B, tak d lugoa_z wszystkie kraw�edzie tego podgrafu znikn�a. Nast�epnie robimy to samo w podgra�edwudzielnym miedzy zbiorami A i B, zn�ow tak d lugo a_z wszystkie kraw�edzie tego pod-grafu znikn�a. Podzia l na zbiory A i B wprowadzamy z tego powodu, _ze proceduryKosza�ce i Kosza�ceDwudzielne, u_zywane do znajdowania f -skojarze�n, wymagaj�aaby pojemno�sci wierzcho lk�ow zbioru B by ly wi�eksze lub r�owne od p := log2 q, gdzie qjest g�ornym ograniczeniem pojemno�sci.Procedura ZlogarytmujF1. Niech p := log2 q, A := fv : f(v) < pg, B := fv : f(v) � pg, S := ;.2. (Na tym etapie likwidujemy kraw�edzie  l�acz�ace wierzcho lki zbioru B.)Powt�orz O(logn) razy:(a) Uruchom procedur�e Kosza�ce, w podgra�e G[B], tj indukowanym przez wierz-cho lki zbioru B, z pojemno�sciami fG[B](v) := fG(v).Procedura Kosza�ce znajduje f -skojarzenie p-kosz�ace, w podgra�eG[B], kt�oreoznaczamy przez M .(b) Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem M i uaktualnij zbiory A, B.(c) S := S [M .3. (Na tym etapie likwidujemy kraw�edzie  l�acz�ace wierzcho lki zbior�ow A i B.)Powt�orz O(logn) razy:(a) Uruchom procedur�e Kosza�ceDwudzielne, w podgra�e dwudzielnym GAB,tj sk ladaj�acym si�e z kraw�edzi  l�acz�acych zbiory A i B,z pojemno�sciami fGAB (v) := fG(v).30



Procedura Kosza�ceDwudzielne znajduje f -skojarzenie kosz�ace na zbiorzeA, w podgra�e GAB , kt�ore oznaczamy przez M .(b) Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem M i uaktualnij zbiory A, B.(c) S := S [M .4. Podgraf S jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.5 Niech graf wej�sciowy spe lnia warunek:8v : f(v) < q (2)Procedura ZlogarytmujF, w czasie O(log4 n), znajduje f -skojarzenie S takie, _ze pomody�kacji grafu wzgl�edem S b�edzie spe lniony warunek:8v : f(v) < p := log2 q (3)Dow�od W wyniku uruchomienia procedury Kosza�ce, w p�etli z punktu 2, otrzymujemyf -skojarzenie p-kosz�ace. Tak wi�ec, aby suma (4) zmniejszy la si�e o sta ly procent niewystarczy sama mody�kacja, lecz potrzebna jest p-mody�kacja. W punkcie 2(b), zarazpo mody�kacji uaktualnia si�e zbiory A i B, a "mody�kacja" plus "uaktualnienie zbior�ow"to to samo co "p-mody�kacja". Tak wi�ec po ka_zdej iteracji p�etli z punktu 2, nast�epuj�acafunkcja: Xv2B f(v)dB(v) (4)zmniejsza warto�s�c o sta ly procent. Po O(logn) iteracjach, wszystkie kraw�edzie  l�acz�acewierzcho lki zbioru B powinny wi�ec znikn�a�c. W powy_zszym wzorze wyst�epuje dB(v)zamiast dG(v), gdy_z dysponujemy f -skojarzeniem p-kosz�acym w G[B], a nie w gra�eG na zbiorze B. Zauwa_zmy, _ze za lo_zenia jakich wymaga procedura Kosza�ce, czyli8v : p � f(v) < q, s�a zachowane po ka_zdej iteracji p�etli, dzi�eki uaktualnianiu zbior�ow Ai B.Po ka_zdej iteracji p�etli z punktu 3, nast�epuj�aca funkcja:Xv2A f(v)dB(v) (5)zmniejsza warto�s�c o sta ly procent. Po O(logn) iteracjach, wszystkie kraw�edzie  l�acz�acezbiory A i B powinny znikn�a�c. Dwie ko�ncowe uwagi poprzedniego paragrafu stosuj�a si�etak_ze tutaj.Po zako�nczeniu obu p�etli pozosta ly jedynie wierzcho lki zbioru A, a wi�ec spe lniaj�acewarunek (3). Czas dzia lania procedur Kosza�ce i Kosza�ceDwudzielne wynosiO(log3 n),tak wi�ec czas dzia lania procedury ZlogarytmujF wynosi O(log4 n). 531



3.3 Znajdowanie f-skojarzenia p-kosz�acego w gra�e.Om�owimy teraz procedur�e Kosza�ce, znajduj�ac�a f -skojarzenie p-kosz�ace w dowolnymgra�e wej�sciowym (dowolnym w tym sensie, _ze nie musi by�c dwudzielny). Procedurata sk lada si�e z 2 etap�ow: najpierw znajduje si�e f -cykl kosz�acy, czyli podgraf kosz�acy,w kt�orym stopnie wierzcho lk�ow przekraczaj�a pojemno�sci co najwy_zej dwukrotnie, anast�epnie zamienia si�e f -cykl na f -skojarzenie, zachowuj�ac (do pewnego stopnia) w lasno�s�ckoszenia.Procedura Kosza�ce1. Uruchom procedur�e Cykl, kt�ora znajduje f -cykl kosz�acy C.2. Uruchom procedur�e Zamiana, w celu zamiany f -cyklu C na f -skojarzenie p-kosz�ace, kt�ore oznaczamy przez M .3. M jest rezultatem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.6 Niech graf wej�sciowy spe lnia warunek:8v : p � f(v) < q (6)Procedura Kosza�ce znajduje w gra�e wej�sciowym f -skojarzenie p-kosz�ace, w czasieO(log3 n).Dow�od Warunek (6) jest wymagany przez procedur�e Cykl. Procedury Cykl i Zamianadzia laj�a w czasie O(log3 n), tak wi�ec procedura Kosza�ce dzia la tak_ze w czasie O(log3 n).5Celem procedury Cykl jest znalezienie f -cyklu kosz�acego, w dowolnym gra�e wej-�sciowym. Mamy do dyspozycji procedur�e Kosza�ceDwudzielne (opisan�a ni_zej), znaj-duj�ac�a f -skojarzenie kosz�ace w gra�e dwudzielnym. Aby uruchomi�c t�e procedur�e musimyw jaki�s spos�ob skonstruowa�c dwudzielno�s�c. Robimy to metod�a znan�a z algorytmuznajduj�acego zwyk le maksymalne skojarzenie: wprowadzamy orientacj�e kraw�edzi i roz-szczepiamy ka_zdy wierzcho lek v grafu wej�sciowego na dwa wierzcho lki v1 i v2, zwanep�eczkami, przy czym rozszczepienie polega na tym, _ze spo�sr�od kraw�edzi incydentnych dov, kraw�edzie z wychodz�acymi strza lkami s�a incydentne do v1, a kraw�edzie z wchodz�acymistrza lkami do v2. W ten spos�ob otrzymujemy graf dwudzielny, kt�ory po lewej stroniema wierzcho lki z wychodz�acymi strza lkami, a po prawej z wchodz�acymi. Po znalezieniuf -skojarzenia kosz�acego w gra�e dwudzielnym musimy zlepi�c pary p�eczk�ow. Otrzymamywtedy pewien podgraf w gra�e wej�sciowym, przy czym stopie�n ka_zdego wierzcho lka pod-grafu nie przekracza 2f(v), gdy_z 8v : f(v1) = f(v2) = f(v). Tak wi�ec otrzymamy f -cyklzamiast f -skojarzenia.Procedura Cykl1. Zorientuj ka_zd�a kraw�ed�z (czyli narysuj na niej strza lk�e). Niech strza lka kraw�edzivw wskazuje na v je�sli f(v) < f(w), niech wskazuje na w je�sli f(w) < f(v), wprzeciwnym wypadku niech wskazuje na wierzcho lek z mniejszym identy�katorem.2. Niech ka_zdy wierzcho lek rozszczepi si�e na dwa p�eczki: z wchodz�acymi strza lkami iz wychodz�acymi strza lkami. 32



Otrzymasz w ten spos�ob "rozszczepiony" graf dwudzielny, kt�ory ma po lewej stroniewierzcho lki z wychodz�acymi strza lkami, natomiast po prawej z wchodz�acymi.Obu p�eczkom przyporz�adkuj pojemno�s�c tak�a, jak�a ma ich wierzcho lek macierzysty.3. W otrzymanym gra�e dwudzielnym znajd�z f -skojarzenie kosz�ace lewostronnie,uruchamiaj�ac w nim procedur�e Kosza�ceDwudzielne.4. Niech ka_zdy wierzcho lek zlepi swoje dwa p�eczki. Podgraf sk ladaj�acy si�e z kraw�edzif -skojarzenia (znalezionego w poprzednim punkcie) oznacz przez C.5. Podgraf C jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.7 Niech graf wej�sciowy spe lnia warunek:8v : p � f(v) < q (7)Procedura Cykl znajduje w gra�e wej�sciwym f -cykl kosz�acy, w czasie O(log3 n).Dow�od Najbardziej czasoch lonn�a operacj�a procedury Cykl jest wywo lanie proceduryKosza�ceDwudzielne, w punkcie 3. Procedura Kosza�ceDwudzielne dzia la w czasieO(log3 n), tak wi�ec procedura Cykl dzia la tak_ze w czasie O(log3 n). Dzi�eki warun-kowi (7), rozszczepiony graf dwudzielny spe lnia za lo_zenia wymagane przez procedur�eKosza�ceDwudzielne.Podgraf C jest niew�atpliwie f -cyklem. Musimy pokaza�c, _ze jest f -cyklem kosz�acym.Rozszczepiony graf dwudzielny powstaj�acy w punkcie 2 procedury oznaczmy przez GLR.W Fakcie 3.8 udowodnimy, _ze je�sli f -skojarzenie w GLR jest kosz�ace na L[R, to f -cyklC jest kosz�acy. Tymczasem w punkcie 3 znajdujemy jedynie f -skojarzenie kosz�ace naL. Musimy wi�ec udowodni�c, _ze w tym wypadku "koszenie na L" oznacza automatycznie"koszenie na L [R".Przypomnijmy, _ze ka_zdy wierzcho lek v rozszczepia si�e na dwa p�eczki, z wychodz�acymii wchodz�acymi strza lkami, kt�orych stopnie oznaczamy przez dl(v) i dr(v). Dla ka_zdejkraw�edzi (ze strza lk�a) e, oznaczmy pojemno�s�c "be ltu" przez fl(e), a pojemno�s�c "grotu"przez fr(e). Z zalo_zenia 8e : fl(e) � fr(e).Oczywi�scie Xv f(v)dl(v) = Xe fl(e)oraz Xv f(v)dr(v) = Xe fr(e)zatem Xv f(v)dl(v) �Xv f(v)dr(v)Wiemy, _ze �L[GLR] = Pv f(v)dl(v) oraz �R[GLR] = Pv f(v)dr(v), zatem �L[GLR] ��R[GLR]. Tak wi�ec, je�sli po mody�kacji warto�s�c �L zmniejsza si�e o sta ly procent, totak_ze warto�s�c �L[R = �L+�R zmniejsza si�e o sta ly procent, co oznacza, _ze f -skojarzeniejest kosz�ace na L [R.Wydawa loby si�e, _ze istnieje prosta metoda znajdowania f -skojarzenia kosz�acegona L [ R, polegaj�aca na tym, _ze znajdujemy f -skojarzenie kosz�ace na L, wykonu-jemy wzgl�edem niego mody�kacj�e, nast�epnie znajdujemy f -skojarzenie kosz�ace na R33



i na ko�ncu akumulujemy oba f -skojarzenia. Nie mo_zemy jednak zastosowa�c takiejmetody, gdy_z aby znale�z�c f -skojarzenie kosz�ace na R, musi by�c spe lniony warunek8v 2 L : f(v) � p (wymagany przez procedur�e Kosza�ceDwudzielne), tak wi�eckonieczna jest p-mody�kacja zamiast mody�kacji. Je�sli wykonamy p-mody�kacj�e, to nako�ncu otrzymamy f -skojarzenie p-kosz�ace na L[R i f -cykl te_z b�edzie jedynie p-kosz�acy,tymczasem trzeci etap procedury Zamiana wymaga f -cyklu kosz�acego. 5Fakt 3.8 Je�sli w "rozszczepionym" gra�e dwudzielnym GLR (powstaj�acym w punkcie 2procedury Cykl) znaleziono f -skojarzenie kosz�ace na zbiorze L [R, to po zlepieniu parp�eczk�ow otrzymamy f -cykl kosz�acy w G.Dow�od Za l�o_zmy, _ze C jest f -skojarzeniem kosz�acym w GLR, na zbiorze L [R, czyli:�[GLR==C] � (1� u)�[GLR]dla pewnego u 2 (0; 1). Musimy udowodni�c, _ze po zlepieniu par p�eczk�ow, f -cykl C jestkosz�acy w G, czyli: �[G==C]� (1� u)�[G]Wystarczy wi�ec udowodni�c, _ze:(a) �[G==C]� �[GLR==C], (b) �[GLR] = �[G].Dwa p�eczki ka_zdego wierzcho lka v grafuG oznaczmy przez vl, vr gdzie vl 2 L, vr 2 R.Najpierw udowodnimy warunek (b). Niech: f(v) := f(v)[G], d(v) := d(v)[G],f(vl) := f(vl)[GLR], d(vl) := d(vl)[GLR], f(vr) := f(vr)[GLR], d(vr) := d(vr)[GLR].Wiemy, _ze f(v) = f(vl) = f(vr) i d(v) = d(vl) + d(vr). Z uwagi na to, _ze:�[G] = Xv f(v)d(v); �[GLR] = Xv f(vl)d(vl) +Xv f(vr)d(vr)warunek (b) niew�atpliwie jest spe lniony.Teraz zajmiemy si�e dowodzeniem warunku (a). Wprowad�zmy dodatkowe oznaczeniadla wierzcho lka v: f 0(v) := f(v)[G==C], d0(v) := d(v)[G==C].Wprowad�zmy dodatkowe oznaczenia dla p�eczk�ow vl, vr:fl(v) := f(vl)[GLR], dl(v) := d(vl)[GLR], fr(v) := f(vr)[GLR], dr(v) := d(vr)[GLR],f 0l (v) := f(vl)[GLR==C], d0l(v) := d(vl)[GLR==C], dCl(v) := dC(vl)[GLR],f 0r(v) := f(vr)[GLR==C], d0r(v) := d(vr)[GLR==C], dCr(v) := dC(vr)[GLR].Wiemy, _ze:�[G==C] = Xv f 0(v)d0(v); �[GLR==C] = Xv f 0l (v)d0l(v) +Xv f 0r(v)d0r(v)Aby udowodni�c warunek (a) poka_zemy, _ze:8v 2 V (G) : f 0(v)d0(v) � f 0l (v)d0l(v) + f 0r(v)d0r(v) (8)Je�sli kt�orykolwiek z wierzcho lk�ow v, vl, vr jest usuwany, to wtedy nier�owno�s�c (8)jest spe lniona (gdy_z usuwanie vl lub vr implikuje usuwanie v). Pozostaje nam wi�ec34



udowodnienie (8), gdy _zaden z wierzcho lk�ow v, vl, vr nie jest usuwany. W dalszychrozwa_zaniach b�edziemy opuszcza�c "(v)". Na pocz�atku zauwa_zmy, _ze:d0 � d0l + d0rgdy_z stopie�n wierzcho lka po mody�kacji wzgl�edem pewnego podgrafu zale_zy od stopniatego wierzcho lka w podgra�e oraz od liczby usuwanych s�asiad�ow. W tym wypadkudC = dCl + dCr , natomiast liczba usuwanych s�asiad�ow wierzcho la v przy zlepionychparach p�eczk�ow jest wi�eksza lub r�owna od liczby usuwanych s�asiad�ow p�eczk�ow vl i vrprzy roz l�aczonych parach p�eczk�ow.Wiemy, _ze: f 0l = fl � dCl , f 0r = fr � dCr , fl = fr = f oraz f 0 = f � dC . Tak wi�ec abyudowodni�c nier�owno�s�c (8) wystarczy wykaza�c, _ze:(f � dC)d0 � (fl � dCl)d0l + (fr � dCr )d0rco wynika z: (f � (dCl + dCr))(d0l + d0r) � (f � dCl)d0l + (f � dCr)d0rco jest r�ownowa_zne: (dCl + dCr)(d0l + d0r) � dCld0l + dCrd0r 5Teraz opiszemy procedur�e Zamiana, kt�orej celem jest zamiana f -cyklu kosz�acego naf -skojarzenie p-kosz�ace. Oczywi�scie procedura ta polega g l�ownie na usuwaniu "nadmia-rowych" kraw�edzi f -cyklu, ale jak si�e oka_ze, nie tylko. Procedura sk lada si�e z trzechetap�ow. W ka_zdym etapie operujemy na pewnym podgra�e. W pierwszym i drugimetapie jedynie usuwamy kraw�edzie f -cyklu. W trzecim etapie nie tylko usuwamy, ale idodajemy kraw�edzie. W ka_zdym etapie stosowana jest inna metoda wyboru kraw�edzido usuni�ecia lub dodania. Wcze�sniejsze etapy "przygotowuj�a grunt" dla p�o�zniejszych, tjzapewniaj�a spe lnienie warunk�ow, dzi�eki kt�orym p�o�zniejsze etapy mog�a by�c wykonane.Wej�scie do procedury Zamiana stanowi graf G, wraz z f -cyklem kosz�acym C. Zbi�orwierzcho lk�ow V (G) dzielimy na trzy roz l�aczne zbiory:� L = fv : dC(v) < f(v)g, L to zbi�or wierzcho lk�ow nienasyconych� M = fv : dC(v) = f(v)g, M to zbi�or wierzcho lk�ow nasyconych� R = fv : f(v) < dC(v) � 2f(v)g, R to zbi�or wierzcho lk�ow z nadmiaremRysunek 16: Trzy etapy procedury Zamiana.W ka_zdym etapie procedury Zamiana usuwamy z podgrafu C kraw�edzie oraz (ewen-tualnie) dodajemy do podgrafu C nowe kraw�edzie, otrzymuj�ac podgraf C0. Dok ladniej,je�sli zbi�or usuwanych kraw�edzi oznaczymy przez X , X � E(C) � E(G), a zbi�or do-dawanych kraw�edzi oznaczymy przez Y , Y � E(G), to wtedy podgraf C0 jest in-dukowany przez zbi�or kraw�edzi E(C) nX [ Y . Zbiory L0, M 0, R0 de�niujemy podobnie35



jak zbiory L, M , R jednak za pomoc�a podgrafu C 0 zamiast C: L0 = fv : dC0(v) < f(v)g,M 0 = fv : dC0(v) = f(v)g, R0 = fv : f(v) < dC0(v) � 2f(v)g. Aby upro�sci�c zapis, nako�ncu ka_zdego etapu zmienne C0, L0, M 0, R0 przechodz�a na C, L, M , R. SymbolemNG(v) b�edziemy oznacza�c zbi�or s�asiad�ow wierzcho lka v w gra�e G. Symbol dL(v) oz-nacza liczb�e s�asiad�ow wierzcho lka v, nale_z�acych do zbioru L. Symbol dCL(v) oznaczaliczb�e s�asiad�ow wierzcho lka v, w podgra�e C, nale_z�acych do zbioru L.Na rysunku 16 (strona 35) pokazano, kt�orymi kraw�edziami zajmuj�a si�e poszczeg�olneetapy procedury Zamiana. A oto formalny zapis tej procedury:Procedura Zamiana� Etap 1(W tym etapie usuwamy kraw�edzie podgrafu C  l�acz�ace wierzcho lki zbioru R.)Niech bC b�edzie podgrafem grafu C, indukowanym przez zbi�or wierzcho lk�ow R.Ka_zdemu wierzcho lkowi v 2 V ( bC) przyporz�adkuj pojemno�s�c bf(v) := dC(v)�f(v).W podgra�e bC znajd�z PMfM X , przy pomocy procedury Cze��sciowe.C0 := C nX� Etap 2C := C 0, L := L0, M := M 0, R := R0(W tym etapie usuwamy kraw�edzie podgrafu C  l�acz�ace zbiory L i R.)Ka_zdej kraw�edzi uv gdzie u 2 L, v 2 R przyporz�adkuj wag�e:waga(uv) := jNGnC(u) \ Lj.Niech ka_zdy wierzcho lek zbioru R zaznaczy min(dC(v)� f(v); 12dCL(v)) kraw�edzipodgrafu C,  l�acz�acych go ze zbiorem L, wybieraj�ac kraw�edzie z najmniejszymiwagami. Zbi�or zaznaczonych kraw�edzi oznaczmy przez X .C0 := C nX� Etap 3C := C 0, L := L0, M := M 0, R := R0(W tym etapie usuwamy kraw�edzie podgrafu C  l�acz�ace zbiory M i R oraz dodajemydo podgrafu C kraw�edzie le_z�ace mi�edzy L i M .)1. Ka_zdej kraw�edzi uv gdzie u 2M , v 2 R przyporz�adkuj wag�e:waga(uv) := jNGnC(u) \ (L [M)j.Niech ka_zdy wierzcho lek zbioru R zaznaczy dC(v)�f(v) kraw�edzi podgrafu C, l�acz�acych go ze zbiorem M , wybieraj�ac kraw�edzie z najmniejszymi wagami.Zbi�or zaznaczonych kraw�edzi oznaczmy przez X .eC := C nX2. Wykonaj p-mody�kacj�e grafu wzgl�edem eC.3. W podgra�e dwudzielnym mi�edzy zbiorami wierzcho lk�ow L i M ,znajd�z f -skojarzenie Q, kosz�ace na zbiorze L,przy pomocy procedury Kosza�ceDwudzielne.4. C0 := Q [ eC.� Podgraf C 0 jest wynikiem dzia lania tej procedury.36



Twierdzenie 3.9 Maj�ac na wej�sciu f -cykl kosz�acy C, procedura Zamiana konstruujef -skojarzenie p-kosz�ace, w czasie O(log3 n).Dow�od Procedura Cze��sciowe, uruchomiona w pierwszym etapie, dzia la w czasieO(logn). Procedura Kosza�ceDwudzielne, uruchomiona w trzecim etapie, dzia la wczasie O(log3 n). Tak wi�ec procedura Zamiana dzia la w czasie O(log3 n).Musimy udowodni�c, _ze procedura Zamiana rzeczywi�scie zamienia f -cykl kosz�acy Cna f -skojarzenie p-kosz�ace. Udowodnimy wi�ec, _ze mimo usuwania kraw�edzi, podgraf C- z etapu na etap - zachowuje w lasno�s�c koszenia, oraz _ze po zako�nczeniu ka_zdego etapuspe lnione s�a warunki pozwalaj�ace usun�a�c nadmiar w nast�epnych etapach.Zaczniemy od udowodnienia, _ze po zako�nczeniu pierwszego etapu s�a spe lnione nast�e-puj�ace warunki:(a) C0 jest f -cyklem kosz�acym, (b) 8v 2 R0 : dC0L0[M 0 (v) � 2(dC0(v)� f(v))Punkt (b) oznacza, _ze w drugim i trzecim etapie b�edzie mo_zna usun�a�c nadmiar, mimo_ze ka_zdemu wierzcho lkowi z R wolno w tych etapach usun�a�c co najwy_zej po low�e incy-dentnych do siebie kraw�edzi podgrafu C.Przypomnijmy, _ze w pierwszym etapie C0 = C nX , gdzie X jest f -skojarzeniem wpodgra�e bC = C[R], z pojemno�sciami bf(v) = dC(v)� f(v). Tak wi�ec z podgrafu C s�ausuwane kraw�edzie  lacz�ace wierzcho lki z nadmiarem, jednak _zaden z ko�nc�ow usuwanejkraw�edzi nie mo_ze si�e sta�c wierzcho lkiem nienasyconym. Zatem �[G==C0] = �[G==C],z czego wynika warunek (a), gdy_z C jest podgrafem kosz�acym.Aby spe lniony by l warunek (b), podgraf X powinien mie�c nast�epuj�ac�a w lasno�s�c:8v 2 R : i(v) � 2( bf(v)� dX(v))� dCL[M (v) (9)gdzie i(v) oznacza liczb�e nasyconych s�asiad�ow wierzcho lka v (nasyconych wzgl�edempodgrafu X , w gra�e bC, z pojemno�sciami bf(v)). Wtedy, pami�etaj�ac _ze dC0(v) =dC(v)� dX(v), b�edzie mo_zna oszacowa�c, dla v 2 R0:dC0L0[M 0 (v) � dCL[M (v) + i(v) � 2( bf(v)� dX(v)) = 2(dC0(v)� f(v))Procedura Cze��sciowe, uruchomiona w podgra�e bC, z pojemno�sciami bf (v), znajdujepodgraf X , b�ed�acy PMfM-em, a wi�ec spe lniaj�acy (z de�nicji) warunek:8v 2 R : i(v) � 2( bf(v)� dX(v))� s(v)gdzie s(v) := maxf0; 2 bf(v) � dbC(v)g. Wiemy, _ze: �s(v) � �dCL[M (v), co mo_znawywnioskowa�c z faktu, _ze podgraf C jest f -cyklem, tak wi�ec X spe lnia warunek (9).Teraz poka_zemy, _ze po zako�nczeniu drugiego etapu s�a spe lnione nast�epuj�ace warunki:(a) C 0 jest f -cyklem kosz�acym, (b) 8v 2 R0 : dC0M 0(v) � 2(dC0(v)� f(v))Ponownie, punkt (b) gwarantuje, _ze w trzecim etapie b�edzie mo_zna usun�a�c nadmiar,mimo _ze wierzcho lkowi ze zbioru R wolno w trzecim etapie usun�a�c co najwy_zej po low�eincydentnych do siebie kraw�edzi podgrafu C.Aby wykaza�c, _ze C0 jest kosz�acy zastosujemy poni_zszy fakt, kt�orego dow�od zostaniepodany p�o�zniej. Potrzebujemy nast�epuj�acej de�nicji: dany jest podgrafQ i zbi�or kraw�edziU , U � E(Q). Zbi�or U nazywamy zbiorem kraw�edzi nadmiarowych, gdy:fv : dQ(v) > f(v)g � fv : dQnU(v) � f(v)g37



Fakt 3.10 (Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.)Mamy dwa roz l�aczne zbiory wierzcho lk�ow A i B oraz podgraf kosz�acy C. Zak ladamy,_ze A � fv : dC(v) � f(v)g, B � fv : dC(v) � f(v)g oraz, _ze dla dowolnego zbioru U ,U � E(C) kraw�edzi nadmiarowych, le_z�acych mi�edzy A i B, spe lniony jest warunek:8w 2 A : d(w)[G==(C n U)] = d(w)[G==C] (10)Wtedy istnieje procedura usuwania kraw�edzi podgrafu C, po kt�orej uruchomieniuotrzymujemy podgraf C 0 o nast�epuj�acych w lasno�sciach:(1) C0 jest podgrafem kosz�acym(2) ka_zdy wierzcho lek v 2 B traci min(dC(v) � f(v); 12dCA(v)) kraw�edzi podgrafu C, l�acz�acych go ze zbiorem A.Aby wykaza�c, _ze C0 jest kosz�acy wystarczy zastosowa�c powy_zszy fakt, podstawiaj�acA := L, B := R. Czynno�sci wykonywane w drugim etapie to w la�snie procedura,kt�orej istnienia dowodzi powy_zszy fakt. Aby zastosowa�c fakt musimy wyja�sni�c, dlaczegospe lniony jest warunek (10). Pami�etamy, _ze C 0 = C n U , gdzie U jest zbiorem kraw�edzinadmiarowych usuwanych w drugim etapie. Podczas mody�kacji wzgl�edem C0, dladowolnego wierzcho lka u 2 L, s�asiedzi w M i R s�a usuwani, natomiast s�asiedzi w Lnie s�a usuwani, tak wi�ec stopie�n wierzcho lka u po mody�kacji wynosi:d(u)[G==C 0] = d(u)[G==C] = jNGnC(u) \ Lji nie zale_zy od zbioru kraw�edzi U . Skoro spe lniony jest warunek (10) to Fakt 3.10stwierdza, _ze C0 jest kosz�acy.Teraz uzasadnimy punkt (b). Na pocz�atku drugiego etapu jest spe lniony warunek8v 2 R : dCL[M (v) � 2(dC(v)� f(v)), czyli 12dCL(v) + 12dCM (v) + dCR(v) � f(v).Dla ka_zdego v 2 R0 mamy dC0L0 (v) = 12dCL(v), gdy_z zgodnie z Faktem 3.10, wierzcho lekv 2 R albo zlikwiduje nadmiar i znajdzie si�e w zbiorze M 0, albo straci 12dCL(v) kraw�edzi l�acz�acych go z L i znajdzie si�e w zbiorze R0. Bior�ac pod uwag�e, _ze dC0M 0 (v) = dCM (v)i dC0R0 (v) = dCR(v), otrzymamy 8v 2 R0 : dC0L0 (v) + 12dC0M 0 (v) + dC0R0 (v) � f(v), co jestr�ownowa_zne z warunkiem (b).Na ko�ncu trzeciego etapu podgraf C0 jest oczywi�scie f -skojarzeniem. Aby zako�nczy�cdow�od twierdzenia, musimy pokaza�c, _ze jest f -skojarzeniem p-kosz�acym.Napierw udowodnimy, _ze f -skojarzenie eC, znajdowane w punkcie 1 trzeciego etapu,jest kosz�ace na zbiorze M [R. Wystarczy zastosowa�c Fakt 3.10, podstawiaj�ac A := M ,B := R. Zn�ow czynno�sci wykonywane w celu znalezienia eC, to procedura kt�orej istnieniadowodzi Fakt 3.10. Aby zastosowa�c ten fakt musimy wprowadzi�c "s lab�a" mody�kacj�e,kt�ora tym si�e r�o_zni od zwyk lej mody�kacji, _ze wierzcho lki ze zbioru M nie s�a usuwane(przy zwyk lej mody�kacji powinny by�c usuwane, gdy_z s�a nasycone). Fakt 3.10 mo_znaudowodni�c tak_ze przy s labej mody�kacji. Przy s labej mody�kacji podgraf C jest kosz�acyjedynie na zbiorze M [ R, gdy_z po takiej mody�kacji wierzcho lki ze zbioru R znikn�a,wierzcho lki z M b�ed�a mia ly zerow�a pojemno�s�c, natomiast nic nie mo_zna powiedzie�c owierzcho lkach z L. (Zauwa_zmy w tym miejscu, _ze gdyby f -cykl C by l p-kosz�acy, tonie mo_zna by by lo zastosowa�c tego argumentu - dlatego w la�snie procedura Cykl musiznajdowa�c f -cykl kosz�acy, mimo _ze  latwiej jest znale�z�c f -cykl p-kosz�acy).Wyja�snimy teraz, dlaczego spe lniony jest warunek (10) powy_zszego faktu. Pami�etamy,_ze eC = C n U . Podczas s labej mody�kacji wzgl�edem eC, dla dowolnego wierzcho lka38



u 2M , s�asiedzi w R s�a usuwani, natomiast s�asiedzi w L i M nie s�a usuwani, niezale_znieod zbioru usuwanych kraw�edzi nadmiarowych U . Zatem stopie�n wierzcho lka u po s labejmody�kacji wynosi:d(u)[G== eC] = d(u)[G==C] = jNGnC(u) \ (L[M)jTak wi�ec na podstawie Faktu 3.10 wiemy, _ze eC jest kosz�ace na zbiorze M [ R, przys labej mody�kacji. Skoro jednak jest kosz�ace przy s labej mody�kacji, to jest kosz�acetak_ze przy "normalnej" mody�kacji.Wiemy, _ze eC jest kosz�ace na zbiorze M [R. Teraz wyja�snimy, dlaczego f -skojarzenieC 0 jest p-kosz�ace na wszystkich wierzcho lkach. W tym celu de�niujemy dwie funkcje:�Z1 := Xv2L\Z f(v)dM[R(v) + Xv2(M[R)\Z f(v)d(v)�Z2 := Xv2L\Z f(v)dL(v)Gdy Z = L [M [R, to symbol Z b�edziemy opuszcza�c. Oczywi�scie � = �1 + �2.Gdyby�smy wykonali mody�kacj�e wzgl�edem eC, to warto�s�c funkcji �M[R1 zmniejszy laby si�e o sta ly procent, gdy_z �M[R1 = �M[R. W punkcie 2 trzeciego etapu procedurywykonuje si�e p-mody�kacj�e wzgl�edem eC, co poci�aga za sob�a m.in. znikni�ecie wierz-cho lk�ow zbioru R. Nast�epnie, w punkcie 3 trzeciego etapu, znajdujemy f -skojarzeniekosz�ace Q, w podgra�e dwudzielnym mi�edzy zbiorami L i M . Gdyby�smy wykonalimody�kacj�e wzgl�edem Q, to zmniejszy la by si�e o sta ly procent warto�s�c funkcji:�L1 = Xv2L f(v)dM(v)Tak wi�ec, po p-mody�kacji wzgl�edem C 0 := Q [ eC, warto�s�c funkcji �1 zmniejsza si�e osta ly procent, co wynika z Faktu 3.11 i nast�epuj�acej po nim uwagi (patrz strona 40).Pozostaje udowodni�c, _ze tak_ze warto�s�c funkcji � zmniejsza si�e o sta ly procent, czyli _zeC 0 jest f -skojarzeniem p-kosz�acym.Rozwa_zmy dwa przypadki:1. �2[G] < c�1[G], gdzie c jest sta l�a ca lkowit�a.Skoro �1 zmniejsza warto�s�c o sta ly procent, a �2 jest mniejsze od �1 (z dok ladno�sci�ado sta lego czynnika), to � = �1 + �2 tak_ze zmniejsza warto�s�c o sta ly procent.2. �2[G] � c�1[G].W tym wypadku udowodnimy, _ze �2 zmniejsza warto�s�c o sta ly procent. Mo_zemyoszacowa�c:�2[G=p=C 0] � �2[G=p=C]� �[G=p=C] � (1� u0)�[G] � (1� u1)�2[G]gdzie u0; u1 2 (0; 1). W powy_zszym wzorze pierwsz�a nier�owno�s�c mo_zna wywnios-kowa�c ze sposobu w jaki C0 powstaje z C, druga nier�owno�s�c jest oczywista, trze-cia nier�owno�s�c wynika z za lo_zenia trzeciego etapu, natomiast czwarta nier�owno�s�cwynika z za lo_zenia �2[G] � c�1[G], gdy_z:(1� u0)�[G] = (1� u0)(�1[G] + �2[G]) � (1� u0)(1c + 1)�2[G]39



przy czym (1� u0)(1c + 1) < 1 , 11 + c < u0a ostatnia nier�owno�s�c jest spe lniona dla odpowiednio du_zej sta lej c.Skoro �1 i �2 zmniejszaj�a warto�sci o sta ly procent, to tak_ze � = �1+�2 zmniejszawarto�s�c o sta ly procent. 5Uwaga: Dodawanie kraw�edzi do f -cyklu C w trzecim etapie procedury Zamiana jestodpowiedzialne za to, _ze ostatecznie otrzymujemy f -skojarzenie p-kosz�ace - s labsze odkosz�acego. Warto wyja�sni�c dlaczego zrezygnowano z silniejszej procedury, zamieniaj�acejf -cykl kosz�acy na f -skojarzenie kosz�ace. Na rysunku 17 (strona 40) wida�c sytuacj�e,w kt�orej bardzo trudno zamieni�c f -cykl C na f -skojarzenie kosz�ace C0, przy pomocysamego usuwania kraw�edzi f -cyklu (aby nie zaciemnia�c obrazu nie wszystkie kraw�edzies�a narysowane; podgraf C sk lada si�e ze wszystkich kraw�edzi mi�edzy zbiorami M i R;podgraf C 0 sk lada si�e z tych kraw�edzi podgrafu C, kt�orych nie usuni�eto).Rysunek 17: Dlaczego trudno jest zamieni�c f -cykl na f -skojarzenie kosz�ace.Aby C0 by l kosz�acy warto�s�c funkcji � musi si�e zmniejsza�c o sta ly procent, po mody-�kacji wzgl�edem C 0. Oczywi�scie � = �L + �M + �R, przy czym sk ladnik �L dominujenad pozosta lymi sk ladnikami, tak wi�e�c warto�s�c �L musi si�e zmniejsza�c o sta ly procent.Niech M 0 := fv 2 M : dC0(v) = f(v)g. Aby warto�s�c �L zmniejsza la si�e o sta ly procent,musi by�c spe lniony nast�epuj�acy warunek:jM 0j > ujM jgdzie u 2 (0; 1). Trudno sobie wyobrazi�c metod�e usuwania nadmiaru z f -cyklu C, kt�oraby zapewnia la spe lnienie powy_zszego warunku.Teraz przypomnimy i udowodnimy fakty wykorzystywane w dowodzie Twierdzenia 3.9.Fakt 3.11 Mamy 2 roz l�aczne zbiory wierzcho lk�ow A i B. Znajdujemy f -skojarzenieMA kosz�ace na A, nast�epnie wykonujemy mody�kacj�e wzgl�edem MA, potem znajdujemyf -skojarzenie MB kosz�ace na B. Podgraf M := MA [MB jest f -skojarzeniem kosz�acymna A [ B.Dow�od Oczywisty dow�od pomijamy. 5Uwaga: Powy_zszy fakt jest prawdziwy tak_ze je�sli wykonujemy p-mody�kacj�e za-miast mody�kacji. Otrzymamy wtedy f -skojarzenie p-kosz�ace na A [ B. Fakt ten jestprawdziwy tak_ze je�sli "koszenie" zde�niujemy przy pomocy funkcji �1 z Twierdzenia 3.9zamiast funkcji �.Przypomnijmy, _ze zbi�or kraw�edzi nadmiarowych to taki zbi�or kraw�edzi podgrafu,_ze po ich usuni�eciu z podgrafu, wierzcho lki kt�ore wcze�sniej mia ly nadmiar zachowuj�a golub staj�a si�e nasycone. 40



Rysunek 18: Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.Fakt 3.10 (Usuwanie nadmiaru przy pomocy wag.)Mamy 2 roz l�aczne zbiory wierzcho lk�ow A i B oraz podgraf kosz�acy C. Zak ladamy,_ze A � fv : dC(v) � f(v)g, B � fv : dC(v) � f(v)g oraz, _ze dla dowolnego zbioru U ,U � E(C) kraw�edzi nadmiarowych, le_z�acych mi�edzy A i B, spe lniony jest warunek:8w 2 A : d(w)[G==(C n U)] = d(w)[G==C]Wtedy istnieje procedura usuwania kraw�edzi podgrafu C, po kt�orej uruchomieniuotrzymujemy podgraf C 0 o nast�epuj�acych w lasno�sciach:(a) C0 jest podgrafem kosz�acym,(b) ka_zdy wierzcho lek v 2 B traci min(dC(v) � f(v); 12dCA(v)) kraw�edzi podgrafu C, l�acz�acych go ze zbiorem A.Dow�od Ka_zdej kraw�edzi wv, gdzie w 2 A, v 2 B, wv 2 C, przyporz�adkowujemy wag�e:waga(wv) := d(w)[G==C]Wprowad�zmy oznaczenia: f 0(v) := f(v)[G==C], d0(v) := d(v)[G==C],f 00(v) := f(v)[G==(C n U)], d00(v) := d(v)[G==(C n U)], gdzie U jest dowolnym zbioremkraw�edzi nadmiarowych, le_z�acych mi�edzy zbiorami A i B.Z za lo_ze�n faktu mo_zna wywnioskowa�c, _ze:8w =2 A : f 00(w)d00(w) = f 0(w)d0(w)oraz, _ze: 8w 2 A : f 00(w)d00(w) = f 0(w)d0(w) + dU(w)d0(w)Tak wi�ec wagi maj�a nast�epuj�ac�a, zasadnicz�a, w lasno�s�c:�[G==(C n U)] = �[G==C] + Xe2U waga(e)Procedura usuwania kraw�edzi polega na tym, _ze ka_zdy wierzcho lek v 2 B wybierado usuni�ecia kraw�edzie z najmniejszymi wagami, w liczbie:min(dC(v)� f(v); 12dCA(v))spo�sr�od kraw�edzi podgrafu C,  l�acz�acych go ze zbiorem A. Jak wida�c, warunek (b) jestspe lniony. Musimy jeszcze udowodni�c, _ze jest spe lniony warunek (a), czyli _ze C nU jestpodgrafem kosz�acym, gdzie U oznacza zbi�or kraw�edzi wybranych do usuni�ecia.Wprowad�zmy dodatkowo oznaczenia:� := �[G], �0 := �[G==C], �00 := �[G==(C n U)],WU := Pwu2U;w2A;v2B waga(wu), WC :=Pwu2C;w2A;v2B waga(wu).Mamy udowodni�c, _ze C n U jest podgrafem kosz�acym, czyli:�00 < (1� u1)� ; u1 2 (0; 1) (11)41



Zauwa_zmy, _ze �00 � �0 = WU , oraz _ze WU � 12WC . Mo_zemy ponadto oszacowa�cWC �Pw2A d0(w)dC(w). Tak wi�ec:�00 � �0 � 12 Xw2A d0(w)dC(w) (12)Je�sli teraz poka_zemy, _ze: �� �0 � Xw2Ad0(w)dC(w) (13)to wtedy ze wzor�ow (12) i (13) oraz z tego, _ze C jest podgrafem kosz�acym, czyli:�0 < (1� u0)� ; u0 2 (0; 1)b�edzie wynika lo (11). Aby udowodni�c wz�or (13) wystarczy zauwa_zy�c, _ze:�� �0 � Xw2A (d(w)f(w)� d0(w)f 0(w)) � Xw2A d0(w)dC(w)gdy_z dla w 2 A mamy f 0(w) = f(w)� dC(w). 53.4 Znajdowanie f-skojarzenia kosz�acego lewostronnie w gra�e dwudziel-nym.Na pocz�atku musimy wprowadzi�c poj�ecie (D,F )-bloku oraz macierzy (D,F )-blok�ow, wgra�e dwudzielnym GLR.De�nicja 3.12 Niech A := fv 2 L : d(v) 2 (D=2; D] ; f(v) 2 (F=2; F ]g oraz niechB b�edzie zbiorem wszystkich s�asiad�ow wierzcho lk�ow ze zbioru A. Podgraf QAB grafudwudzielnego GLR, sk ladaj�acy si�e ze wszystkich kraw�edzi grafu GLR incydentnych dozbioru A, nazywamy (D,F)-blokiem.Zbi�or nast�epuj�acych (D,F )-blok�ow:(n; n) (n; n2 ) (n; n4 ) ::: (n; 4) (n; 2) (n; 1)(n2 ; n2 ) (n2 ; n4 ) ::: (n2 ; 4) (n2 ; 2) (n2 ; 1)(n4 ; n4 ) ::: (n4 ; 4) (n4 ; 2) (n4 ; 1)::: ::: ::: :::(4; 4) (4; 2) (4; 1)(2; 2) (2; 1)(1; 1)nazywamy macierz�a blok�ow w gra�e dwudzielnym GLR. Macierz blok�ow wyznaczapodzia l grafu dwudzielnego na roz l�aczne kraw�edziowo podgrafy. R�ownocze�snie zbiory Ablok�ow wyznaczaj�a podzia l zbioru L.Bloki macierzy mo_zna roz l�aczy�c, przy czym ka_zdy wierzcho lek v 2 R rozszczepia si�ena p�eczki, po jednym dla ka_zdego bloku incydentnego do v. W ka_zdym z roz l�aczonych42



blok�ow b�edziemy znajdowa�c f -spanner, o nast�epuj�acej de�nicji:De�nicja 3.13 Niech S b�edzie podgrafem (D,F )-bloku QAB. Oznaczmy l(S) := V (S)\A, r(S) := V (S) \ B. Podgraf S nazywamy f-spannerem, je�sli spe lnia nast�epuj�acewarunki:� jl(S)j � u0jAj, gdzie u0 jest sta l�a niezale_zn�a od n, u0 2 (0; 1)� 8v 2 l(S) : u1f(v) � dS(v) � c1f(v), gdzie u1 i c1 to sta le, u1 2 (0; 1)� 8v 2 r(S) : dS(v) < c1dQ(v)FD + 1Je�sli w (D,F )-bloku QAB znajdziemy f -spanner, to b�edzie go mo_zna zamieni�c naf -skojarzenie M o nast�epuj�acej w lasno�sci: "Pv2A f(v) lub Pv2A d(v) zmniejsza warto�s�co sta ly procent, po mody�kacji wzgl�edem M", co zostanie udowodnione w Twierdze-niu 3.14.Wyja�snimy teraz sk�ad wzi�e la si�e taka a nie inna posta�c funkcji �, w de�nicji koszenia.Okazuje si�e _ze, potra�my znale�z�c takie f -skojarzenie w gra�e wej�sciowym, _ze po mody-�kacji wzgl�edem niego, w jednych obszarach grafu zmniejsza si�e o sta ly procent sumastopni wierzcho lk�ow, a w innych obszarach zmniejsza si�e suma pojemno�sci. (Przez "ob-szar" rozumiem zbi�or wierzcho lk�ow; aby dalsze rozumowanie by lo poprawne, obszarymusz�a si�e sk lada�c z wierzcho lk�ow o zbli_zonych stopniach i o zbli_zonych pojemno�sciach).Nic jednak nie mo_zna powiedzie�c o sumie stopni, czy te_z o sumie pojemno�sci wszystkichwierzcho lk�ow. Zauwa_zmy, _ze je�sli w pewnym obszarze zmniejsza sie suma stopni "lub"suma pojemno�sci, to niezale_znie od tego kt�ory sk ladnik alternatywy jest prawdziwy,zmniejsza si�e o sta ly procent warto�s�c sumy Pv f(v)d(v), gdzie sumowanie przebiegapo wierzcho lkach obszaru. Tak wi�ec tak_ze warto�s�c funkcji � := Pv f(v)d(v), w kt�orejsumowanie przebiega po wszystkich wierzcho lkach, zmniejsza si�e o sta ly procent.Najpierw zostanie om�owiona procedura Blok, znajduj�aca f -skojarzenie kosz�ace wpojedy�nczym bloku, a nast�epnie zajmiemy si�e procedur�a Kosza�ceDwudzielne, kt�orapotra� zamieni�c f -skojarzenia kosz�ace w blokach na jedno du_ze f -skojarzenie kosz�ace wgra�e dwudzielnym.Przypu�s�cmy, _ze graf dwudzielny QAB zawiera podgraf S. Zdanie "z podgrafu Susuni�eto nadmiar na zbiorze A, otrzymuj�ac podgraf S0" oznacza, _ze dla ka_zdego wierz-cho lka v 2 A wykonano nast�epuj�ace czynno�sci:1. je�sli dS(v) � f(v), to zaznaczono wszystkie kraw�edzie podgrafu S incydentne do v2. je�sli dS(v) > f(v), to zaznaczono f(v) spo�sr�od kraw�edzi podgrafu S incydentnychdo v.Nast�epnie wszystkie zaznaczone kraw�edzie utworzy ly podgraf S 0.Procedura Blok uruchomiona w bloku QAB najpierw znajduje f -spanner, a nast�epnieusuwa nadmiar, najpierw na zbiorze A, potem na zbiorze B, dzi�eki czemu otrzymujemyf -skojarzenie. W Twierdzeniu 3.14 udowodnimy, _ze jest ono kosz�ace na zbiorze A.43



Procedura Blok1. Znajd�z f -spanner w (D;F )-bloku QAB.2. Usu�n nadmiar na zbiorze A.3. Usu�n nadmiar na zbiorze B.4. Otrzymany podgraf jest wynikiem dzia lania tej procedury.Rysunek 19: Zamiana f -spannera na f -skojarzenie.Twierdzenie 3.14 Procedura Blok znajduje f -skojarzenie kosz�ace, na zbiorze A, wpojedy�nczym (D;F )-bloku QAB, w czasie O(log3 n).Dow�od W (D;F )-bloku mo_zna znale�z�c f -spanner w czasie O(log3 n). Znajdujemy gow podobny spos�ob, w jaki znajdowano "zwyk ly" spanner, w algorytmie znajduj�acym"zwyk le" maksymalne skojarzenie, przedstawionym w rozdziale drugim. Jak  latwo si�eprzekona�c, je�sli w procedurze Spanner z drugiego rozdzia lu, we�zmiemy:k := log DF � cto po jej uruchomieniu otrzymamy podgraf spe lniaj�acy de�nicj�e f -spannera. ProceduraSpanner dzia la w czasie O(log3 n). Punkty 2 i 3 procedury Blok wykonuj�a si�e w sta lymczasie, tak wi�ec czas dzia lania ca lej procedury mo_zna oszacowa�c przez O(log3 n).Wprowad�zmy nast�epuj�ace oznaczenia: niech S b�edzie f -spannerem w (D,F )-blokuQAB , znajdowanym w punkcie 1 procedury. Przez P oznaczmy to, co zostanie z S pousuni�eciu nadmiaru na zbiorze A. Przez M oznaczmy to, co zostanie z P po usuni�eciunadmiaru na zbiorze B. Oczywi�scie M , czyli wynik dzia lania procedury Blok, jestf -skojarzeniem. Wszystkie oznaczenia pokazano na rysunku 19 (strona 44).Udowodnimy _ze podgraf M jest f -skojarzeniem kosz�acym na zbiorze A. Dok ladniejpoka_zemy, _ze po mody�kacji wzgl�edem M jedna z sum, Pv2A d(v) lub Pv2A f(v),zmniejsza warto�s�c o sta ly procent. Wynika st�ad, _ze nast�epuj�aca funkcja:�A = Xv2A f(v)d(v)zmniejsza warto�s�c o sta ly procent po mody�kacji, czyli _zeM jest f -skojarzeniem kosz�acymna zbiorze A.Niech m := jE(QAB)j oraz niech B0 := fv 2 B : dP (v) � f(v)g. Zauwa_zmy tak_ze, _zepodgraf P spe lnia nast�epuj�ace warunki:� l(P ) = l(S) � u0jAj� 8v 2 r(P ) : dP (v) � dS(v) < c1d(v)FD + 144



Jak ju_z wspomnieli�smy, poka_zemy _ze jedna z sum, Pv2A d(v) lub Pv2A f(v), zmniej-sza warto�s�c o sta ly procent, po mody�kcji wzgl�edem M . W tym celu nale_zy rozwa_zy�cnast�epuj�ace dwa przypadki:1: Xv2B0 d(v) > u2m ; 2: Xv2B0 d(v) � u2mgdzie u2 2 (0; 1). W pierwszym przypadku jest oczywiste, _ze Pv2A d(v) zmniejszawarto�s�c o sta ly procent, poniewa_z wierzcho lki ze zbioru B0 s�a nasycone, a zatem s�ausuwane podczas mody�kacji. W drugim przypadku poka_zemy, _ze zmniejsza si�e o sta lyprocent warto�s�cPv2A f(v). Musimy wi�ec udowodni�c, _ze:Xv2A dM(v) � u3 Xv2A f(v) ; u3 2 (0; 1)Pami�etaj�ac, _ze podczas usuwania nadmiaru na P jedynie wierzcho lki ze zbioru B0 usuwaj�akraw�edzie, oraz _ze ka_zdy taki wierzcho lek mo_ze usun�ac najwy_zej dP (v)�f(v)� dP (v)�1kraw�edzi, mo_zemy oszacowa�c:Xv2A dM(v) � Xv2A dP (v)� Xv2B0 (dP (v)� 1) �Xv2A dP (v)� Xv2B0 c1d(v)FD � Xv2A dP (v)� c1FD Xv2B0 d(v) �Xv2A dP (v)� c1FDu2mPami�etaj�ac, _ze m � DjAj oraz _ze:Xv2A dP (v) � Xv2l(P )u1f(v) � u1jl(P )jF2 � u0u112 jAjFmo_zemy dalej szacowa�c:Xv2A dP (v)� c1FDu2m � u0u1 12 jAjF � c1FDu2DjAj =u0u1 12 jAjF � c1u2jAjF = (u0u1 12 � c1u2)jAjF = u3jAjF � u3 Xv2A f(v)czyli Xv2A dM(v) � u3Xv2A f(v)Aby uzasadni�c, _ze �A = Pv2A f(v)d(v) zmniejsza warto�s�c o sta ly procent po mody-�kacji, oznaczmy przez d0(v), f 0(v), �A0 warto�sci d(v), f(v), �A po mody�kacji wzgl�edemM . Zak ladamy, _ze Pv2A f 0(v) < (1� u)Pv2A f(v) lub Pv2A d0(v) < (1� u)Pv2A d(v).Trywialne szacowanie daje: �A0 � 2(1� u)�AOznacza to spadek o sta ly procent pod warunkiem, _ze u > 12 . W przeciwnym wypadkumo_zemy u_zywa�c przedzia l�ow (D=x;D] i (F=x; F ] gdzie x 2 (1; 2), zamiast (D=2; D] i45



(F=2; F ]. Wtedy wystarczy, _ze u > 1 � 1x , a zmieniona de�nicja przedzia l�ow nie mawi�ekszego wp lywu na przedstawione tu rozwa_zania.Uwaga: Mi�edzy punktami 2 i 3 procedury Blok mo_zemy dowolnie obni_zy�c po-jemno�sci wierzcho lk�ow ze zbioru B, nawet do 1, a podgraf kt�ory otrzymamy w wynikudzia lania tej procedury b�edzie nadal f -skojarzeniem kosz�acym na zbiorze A (oczywi�scie,w bloku z obni_zonymi pojemno�sciami).Powy_zsza uwaga nie wymaga dowodu, poniewa_z f -skojarzenie, z jakim mamy tudo czynienia, powstaje z f -spannera, kt�ory nie zale_zy od pojemno�sci po prawej stroniebloku. Zauwa_zmy jednak, _ze nie mo_zemy obni_zy�c pojemno�sci wierzcho lka do 0 i usun�a�cwszystkich incydentnych do niego kraw�edzi podgrafu P , gdy_z wtedy nie mo_zna byprzeprowadzi�c szacowania z drugiego przypadku, otrzymaliby�smy bowiem:Xv2A dM(v) � Xv2A dP (v)� Xv2B0 dP (v) � Xv2A dP (v)� c1FDu2m� jB0j 5Obecnie om�owimy procedur�e Kosza�ceDwudzielne, znajduj�ac�a f -skojarzenie ko-sz�ace na zbiorze L, w gra�e dwudzielnym GLR. Procedura ta traktuje graf dwudzielnyjako "macierz blok�ow", roz l�acza bloki, potem we wszystkich blokach (r�ownocze�snie) znaj-duje f -skojarzenia kosz�ace, przy pomocy procedury Blok, nast�epnie z l�acza bloki oraz za-mienia f -skojarzenia w blokach w jedno du_ze f -skojarzenie, w ca lym gra�e dwudzielnym.Procedura Kosza�ceDwudzielne mo_ze by�c uruchamiana jedynie na gra�e dwudzielnymspe lniaj�acym pewien warunek: pojemno�sci wierzcho lk�ow zbioru R musz�a by�c dostate-cznie du_ze (dok ladne sformu lowanie warunku znajduje si�e w Twierdzeniu 3.15). Mato zwi�azek z usuwaniem nadmiaru, kt�ory mo_ze si�e pojawi�c na zbiorze R, po z l�aczeniublok�ow. Rysunek 20 (strona 46) ilustruje roz l�aczanie blok�ow, z punktu widzenia wierz-cho lka ze zbioru R. Rysunek 20: Roz l�aczanie blok�ow.Procedura Kosza�ceDwudzielne1. Roz l�acz bloki macierzy blok�ow. Wierzcho lki zbioru R zostan�a rozszczepione nap�eczki. P�eczki maj�a tak�a sam�a pojemno�s�c jak ich wierzcho lek macierzysty wgra�e GLR.2. W roz l�aczonych blokach znajd�z f -skojarzenia kosz�ace, przy pomocy proceduryBlok.3. Z l�acz bloki macierzy blok�ow. Otrzymasz podgraf, sk ladaj�acy si�e z kraw�edzi f -skojarze�n w blokach. Na wierzcho lkach zbioru R mo_ze pojawi�c si�e nadmiar.4. Niech ka_zdy wierzcho lek zbioru R (z nadmiarem) usunie nadmiar w taki spos�ob, _zew ka_zdym bloku incydentnym do tego wierzcho lka pozostanie przynajmniej jednakraw�ed�z.5. Podgraf, jaki otrzymasz, jest wynikiem dzia lania tej procedury.46



Twierdzenie 3.15 Procedura Kosza�ceDwudzielne znajduje f -skojarzenie kosz�ace nazbiorze L, w gra�e dwudzielnym GLR, spe lniaj�acym za lo_zenia:8v 2 L : f(v) < q (14)8v 2 R : f(v) � log2 q (15)Procedura dzia la w czasie O(log3 n).Dow�od Najbardziej czasoch lonn�a operacj�a w procedurze Kosza�ceDwudzielne jestwywo lanie procedury Blok, w punkcie 2, dzia laj�acej w czasie O(log3 n). Dlatego czasdzia lania procedury Kosza�ceDwudzielne to O(log3 n).W punkcie 2 procedury, w roz l�aczonych blokach znajdujemy f -skojarzenia kosz�ace.Po z l�aczeniu blok�ow, w punkcie 3, kraw�edzie f -skojarze�n tworz�a podgraf, kt�ory nie jestf -skojarzeniem, gdy_z na zbiorze R mo_ze wyst�api�c nadmiar (stopie�n podgrafu przekraczapojemno�s�c), co pokazano na rysunku 21 (strona 47). Fakt 3.16, kt�ory poni_zej przy-Rysunek 21: Powstawanie nadmiaru po prawej stronie grafu.taczamy, zapewnia, _ze podgraf ten jest kosz�acy, przy czym za lo_zenie wymagane przezten fakt wynika ze sposobu przyporz�adkowania p�eczkom pojemno�sci.Fakt 3.16 W gra�e GLR mamy macierz blok�ow zawieraj�ac�a bloki Q1, Q2, : : :, Qk.Zbiory lewo i prawo-stronne bloku Qi oznaczamy przez Ai, Bi. Roz l�aczamy bloki macierzy.Przyjmujemy, _ze dla wszystkich v 2 Ai : fQi(v) = fG(v), nie czynimy za lo_ze�n co do po-jemno�sci wierzcho lk�ow z Bi. W blokach Qi znajdujemy f -skojarzenia Mi, kosz�ace naAi. Oznaczmy M := PiMi. Je�sli v 2 Bi, to niech r(v) oznacza jego wierzcho lek"macierzysty", czyli wierzcho lek grafu GLR zawieraj�acy p�eczek v.Zak ladamy, _ze je�sli dowolny v 2 Bi jest nasycony wzgl�edem Mi w Qi, to r(v) jestnasycony (lub ma nadmiar) wzgl�edem M w GLR. Przy tym za lo_zeniu M jest podgrafemkosz�acym na L w GLR.W punkcie 4 procedury usuwamy nadmiar na zbiorze R w taki spos�ob, _ze ka_zdywierzcho lek R pozostawia przynajmniej jedn�a kraw�ed�z we wszytkich incydentnych dosiebie blokach. Ta operacja jest wykonalna dzi�eki za lo_zeniu (15), gdy_z log2 q to w la�snieliczba wszystkich blok�ow macierzy blok�ow. Musimy udowodni�c, _ze f -skojarzenie, jakieotrzymujemy po usuni�eciu nadmiaru, jest kosz�ace na zbiorze L.Oznaczmy zbi�or kraw�edzi, kt�ore znikn�e ly z podgrafu w punkcie 4 procedury, przez U .Powr�o�cmy do momentu, w kt�orym procedura Blok wykonuje obliczenia w roz l�aczonychblokach. Dok ladniej, jeste�smy mi�edzy punktami 2 i 3 procedury Blok, gdy nadmiar polewej stronie ka_zdego bloku zosta l ju_z usuni�ety, ale nie zrobiono tego po prawej stronie.Mo_zemy wymusi�c znikni�ecie kraw�edzi ze zbioru U obni_zaj�ac odpowiednio pojemno�sciwierzcho lk�ow po prawej stronie ka_zdego bloku a nast�epnie, gdy procedura Blok usuwanadmiar po prawej stronie, usuwaj�ac w la�snie kraw�edzie zbioru U , tak jak to pokazanona rysunku 22 (strona 48).Na podstawie uwagi do Twierdzenia 3.14, w ka_zdym bloku (z obni_zonymi pojem-no�sciami) mamy f -skojarzenie kosz�ace. Przypomnijmy, _ze pojemno�s�c mo_zna obni_za�c47



Rysunek 22: Usuwanie nadmiaru po prawej stronie grafu.tylko do 1, zatem w ka_zdym p�eczku musimy pozostawi�c przynajmniej jedn�a kraw�ed�z,co jest przyczyn�a za lo_zenia (15). W wyniku "obni_zania pojemno�sci" pojawi si�e wi�ecejnasyconych p�eczk�ow, jednak ich "macierzyste" wierzcho lki w gra�e dwudzielnym b�ed�anasycone, tak wi�ec za lo_zenie Faktu 3.16 jest spe lnione. Tak wi�ec, na podstawie tego_zfaktu wiemy, _ze po z l�aczeniu blok�ow dostaniemy f -skojarzenie kosz�ace na L.Uwaga : Procedura Kosza�ceDwudzielne wymaga za lo_zenia:8v 2 L : f(v) � d(v)gdy_z wymaga tego spos�ob znajdowania f -spannera w bloku. Tymczasem z de�nicjimody�kacji wynika, _ze stopie�n wierzcho lka mo_ze spa�s�c poni_zej pojemno�sci. Aby upora�csie z tym problemem nale_zy procedur�e Kosza�ceDwudzielne zaopatrzy�c w "prolog" i"epilog".Niech X , X � L oznacza zbi�or wierzcho lk�ow dla kt�orych f(v) > d(v). Prologpolega na tym, _ze wierzcho lkom ze zbioru X obni_za si�e pojemno�sci do poziomu stopnia.Zauwa_zmy jednak, _ze f -skojarzenie kosz�ace "z obni_zonymi pojemno�sciami" mo_ze nieby�c kosz�ace po przywr�oceniu pierwotnych pojemno�sci, dlatego w epilogu dokonuje si�eczego�s w rodzaju "uszlachetniania f -skojarzenia": s�asiedzi zbioru X (czyli wierzcho lkiw odleg lo�sci 1 od tego zbioru) dodaj�a do f -skojarzenia kraw�edzie wchodz�ace do X , wjak najwi�ekszej liczbie. Wszyscy s�asiedzi mog�a to zrobi�c r�ownocze�snie, gdy_z na zbiorzeX nie ma _zadnych ogranicze�n co do stopnia f -skojarzenia. W efekcie, po mody�kacji,stopnie wierzcho lk�ow z X b�ed�a r�owne 0, tak wi�ec "uszlachetnione" f -skojarzenie napewno b�edzie kosz�ace. 5A oto fakt, kt�orego dwukrotnie u_zywali�smy w powy_zszym twierdzeniu:Fakt 3.16 W gra�e GLR mamy macierz blok�ow zawieraj�ac�a bloki Q1, Q2, : : :, Qk. Zbiorylewo i prawo-stronne bloku Qi oznaczamy przez Ai, Bi. Roz l�aczamy bloki macierzy.Przyjmujemy, _ze dla wszystkich v 2 Ai : fQi(v) = fG(v), nie czynimy za lo_ze�n co dopojemno�sci wierzcho lk�ow z Bi. W blokach Qi znajdujemy f -skojarzenia Mi, kosz�acena Ai. Oznaczmy M := PiMi. Je�sli v 2 Bi, to niech r(v) oznacza jego wierzcho lek"macierzysty", czyli wierzcho lek grafu GLR zawieraj�acy p�eczek v.Zak ladamy, _ze je�sli dowolny v 2 Bi jest nasycony wzgl�edem Mi w Qi, to r(v) jestnasycony (lub ma nadmiar) wzgl�edem M w GLR. Przy tym za lo_zeniu M jest podgrafemkosz�acym na L w GLR.Dow�od Je�sli spe lnione jest za lo_zenie faktu, to z punktu widzenia zbioru L, "mody�kacjana z l�aczonych blokach" i "mody�kacja na roz l�aczonych blokach" (prawie) niczym si�e nier�o_zni�a, a to z kolei oznacza, _ze warto�s�c funkcji �L zmniejszaj�a si�e (prawie) tak samo, wobu przypadkach. Jest jasne, _ze M jest kosz�acy na L, gdy bloki s�a roz l�aczone, jest wi�eckosz�acy na L tak_ze przy z l�aczonych blokach. 548



3.5 Znajdowanie PMfM w gra�e.Teraz om�owimy zestaw procedur s lu_z�acych do znajdowania PMfM, tj f -skojarzenia Qspe lniaj�acego warunek: 8v : i(v) � 2(f(v)� dQ(v))� s(v)gdzie i(v) oznacza liczb�e nasyconych s�asiad�ow wierzcho lka v,s(v) := maxf0; 2f(v)� d(v)g.Okazuje si�e, _ze bardzo  latwo znale�z�c PMfM w gra�e dwudzielnym: potra�my tegodokona�c w sta lym czasie, przy pomocy opisanej ni_zej procedury Cze��scioweDwudzielne.Aby znale�z�c PMfM w dowolnym gra�e G, dzielimy go na roz l�aczne kraw�edziowo, dwu-dzielne podgrafy G1, G2, : : :, Glogn w nast�epuj�acy spos�ob:G1 = GV0;V1G2 = GV00;V01 [ GV10;V11G3 = GV000;V001 [GV010;V011 [ GV100;V101 [ GV110;V111: : : = : : :gdzie Vb oznacza zbi�or wierzcho lk�ow, kt�orych identy�katory maj�a pre�ks b (b jest ci�agiembit�ow), natomiastGA;B oznacza podgraf dwudzielny sk ladaj�acy si�e ze wszystkich kraw�edzimi�edzy zbiorami A i B. Jak wida�c, Gk+1 powstaje z Gk poprzez zast�apienie ka_zdegowyra_zenia postaci GVa;Vb przez GVa0;Va1 [ GVb0;Vb1.Przypu�s�cmy, _ze mamy PMfM X w G1 [ : : : [ Gk�1. Okazuje si�e, _ze jak to zostanieudowodnione w Twierdzeniu 3.17, je�sli wykonamy mody�kacj�e wzgl�edem X , nast�epnieznajdziemy PMfM Y w Gk , to wtedy X [ Y b�edzie PMfM-em w G1 [ : : :[Gk. Na tymspostrze_zeniu opiera si�e procedura Cze��sciowe. Poni_zej przedstawiono formalny zapisprocedury Cze��sciowe, znajduj�acej PMfM w dowolnym gra�e. Gdy m�owimy, _ze pewnaprocedura jest uruchamiana na Gk , to w rzeczywisto�sci obliczenia prowadzimy nie naGk, lecz na tym co zosta lo z Gk, po uprzednio przeprowadzonych mody�kacjach.Procedura Cze��sciowe1. Niech X := ;. Dla k := 1; : : : ; logn wykonaj:(a) Znajd�z PMfM Y na Gk, przy pomocy procedury Cze��scioweDwudzielne.(b) Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem podgrafu Y .(c) Niech X := X [ Y .2. X jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.17 Procedura Cze��sciowe znajduje PMfM, w dowolnym gra�e, w czasieO(logn).Dow�od P�etla wykonuje O(logn) iteracji, w kt�orych wywo lywana jest dzia laj�aca wsta lym czasie procedura Cze��scioweDwudzielne, tak wi�ec procedura Cze��sciowe dzia law czasie O(logn).Udowodnimy teraz, _ze w punkcie 2 procedury, podgraf X jest PMfM-em w gra�e G.Wystarczy udowodni�c, _ze na ko�ncu k-tej iteracji p�etli podgraf X jest PMfM-em w gra�e49



G1[: : :[Gk. Zak ladamy, _ze na pocz�atku k-tej iteracji X jest PMfM-em w G1[: : :[Gk�1.Musimy wi�ec udowodni�c, _ze X [ Y jest PMfM-em w (G1 [ : : :[Gk�1) [ Gk.Udowodnimy to w nieco og�olniejszym sformu lowaniu: zak ladamy, _ze mamy dwaroz l�aczne kraw�edziowo podgrafy G1 i G2. Znajdujemy PMfM M1 w G1, wykonujemymody�kacj�e grafu wzgl�edem M1, a nast�epnie znajdujemy PMfM M2 w G2. Udowod-nimy, _ze M1 [M2 jest PMfM-em w G1 [G2. Koncentrujemy si�e na jednym wierzcho lkuv, nale_z�acym do obu podgraf�ow, dlatego w dalszej cz�e�sci b�edziemy opuszcza�c "(v)".Wprowadzimy teraz oznaczenia, kt�ore pokazano tak_ze na rysunku 23 (strona 50): niechRysunek 23: Akumulowanie PMfM-�ow w roz l�acznych kraw�edziowo podgrafach.M := M1 [M2, niech f i d oznaczaj�a pocz�atkow�a pojemno�s�c i stopie�n wierzcho lka v wpodgra�e G1 [ G2, niech f1 i d1 oznaczaj�a pocz�atkow�a pojemno�s�c i stopie�n v w pod-gra�e G1, oraz niech f2 i d2 oznaczaj�a pojemno�s�c i stopie�n v w podgra�e G2, po mody-�kacji wzgl�edem M1 (przy czym mody�kacj�e wykonuje si�e w ca lym gra�e wej�sciowym).Zmienna x oznacza liczb�e nasyconych wzgl�edem M1 s�asiad�ow wierzcho lka v w podgra�eG2. Wiemy, _ze: d1 + x+ d2 = d, f1 = f , f2 = f1 � dM1 .Dzi�eki temu, _ze M1 i M2 s�a PMfM-ami, wiemy _ze:ik � jk := 2(fk � dMk)� sk ; k = 1; 2 (16)gdzie sk = maxf0; 2fk � dkg, a ik oznacza liczb�e nasyconych (wzgl�edem Mk) s�asiad�owwierzcho lka v w podgra�e Gk.Aby udowodni�c, _ze M jest PMfM-em w G1 [ G2, musimy pokaza�c _ze:i � 2(f � dM)� s (17)gdzie s = maxf0; 2f � dg, a i oznacza liczb�e nasyconych (wzgl�edem M) s�asiad�ow wierz-cho lka v w podgra�e G1 [G2.Jest oczywiste, _ze: i � maxf0; i1g+ x+ maxf0; i2gtak wi�ec, aby udowodni�c (17), wystarczy pokaza�c, _ze:maxf0; j1g+ x+ maxf0; j2g � 2(f � dM)� s (18)Zauwa_zmy na pocz�atku, _ze:jk � 0 () 2dMk � dk ; k = 1; 2Rozwa_zmy nast�epuj�ace przypadki:1. j1 � 0, j2 � 0Musimy udowodni�c, _ze j1 + x+ j2 � 2(f � dM)� s, co jest r�ownowa_zne:2f2 + x+ s � s1 + s2Zauwa_zmy, _ze s 6= 0 implikuje s1 6= 0, musimy wi�ec rozwa_zy�c nast�epuj�ace podprzy-padki: 50



(a) s 6= 0, s1 6= 0, s2 6= 02f2 + x+ s � s1 + s2 jest r�ownowa_zne x+ d1 + d2 � d, co jest prawd�a.(b) s 6= 0, s1 6= 0, s2 = 0s 6= 0 implikuje 2f > d, s2 = 0 implikuje 2f2 � d2, ponadto wiemy _zed1 + d2 � d, st�ad: d1 + 2f2 � d1 + d2 � d < 2f = 2f1d1 < 2(f1 � f2) = 2dM1Jednak j1 � 0 implikuje d1 � 2dM1 , czyli mamy sprzeczno�s�c.(c) s = 0, s1 6= 0, s2 6= 02f2 +x+ s � s1 + s2 jest r�ownowa_zne x+d1 +d2 � 2f1, co jest prawd�a, gdy_zs = 0 implikuje d � 2f1, oraz d = x+ d1 + d2.(d) s = 0, s1 = 0, s2 6= 02f2 + x+ s � s1 + s2 jest r�ownowa_zne x+ d2 � 0, co oczywi�scie jest prawd�a.(e) s = 0, s1 6= 0, s2 = 02f2 + x + s � s1 + s2 jest r�ownowa_zne x + d1 � 2dM1, co jest prawd�a, gdy_zj1 � 0 implikuje d1 � 2dM1 .(f) Przypadek s = 0, s1 = 0, s2 = 0 jest trywialny.2. j1 < 0, j2 � 0Nale_zy udowodni�c, _ze x+ j2 � 2(f � dM)� s co jest r�ownowa_zne:x+ s � s2Musimy rozwa_zy�c nast�epuj�ace podprzypadki:(a) s 6= 0, s2 = 0 lub s = 0, s2 = 0Trywialne.(b) s = 0, s2 6= 0Musimy udowodni�c, _ze x � 2f2 � d2.s = 0 implikuje 2f1 � d, j1 < 0 implikuje d1 � 2dM1 < 0, zatem:2f2 � d2 = 2f1 � 2dM1 � d2 � d� 2dM1 � d2 = x+ (d1 � 2dM1) � x(c) s 6= 0, s2 6= 0j1 < 0 implikuje 2dM1 > d1. Musimy udowodni�c, _ze x+ (2f � d) � 2f2 � d2,co jest r�ownowa_zne 2dM1 � d1, a to wynika z za lo_zenia j1 < 0.3. j1 � 0, j2 < 0Nale_zy udowodni�c, _ze j1 + x � 2(f � dM)� s, co jest r�ownowa_zne:x+ 2dM2 + s � s1Musimy rozwa_zy�c podprzypadki: 51



(a) s1 = 0Trywialne.(b) s1 6= 0, s 6= 0Musimy udowodni�c, _ze x + 2dM2 + (2f � d) � (2f1 � d1), czyli 2dM2 �d� d1 � x = d2, co jest prawd�a, gdy_z j2 < 0 implikuje 2dM2 > d2.(c) s1 6= 0, s = 0Musimy udowodni�c, _ze x + 2dM2 � 2f1 � d1. Wiemy, _ze j2 < 0 implikuje2dM2 > d2, tak wi�ec wystarczy udowodni�c, _ze x+d2 � 2f1�d1, czyli d � 2f ,co wynika z za lo_zenia s = 0.4. j1 < 0, j2 < 0Nale_zy udowodni�c, _ze: x � 2(f � dM)� sRozwa_zmy nast�epuj�ace podprzypadki:(a) s = 0Musimy udowodni�c, _ze x � 2(f � dM). Z za lo_zenia j1 < 0 i j2 < 0 wynika2dM > d1 + d2, s = 0 implikuje 2f1 � d, tak wi�ec:2(f � dM) = 2f1 � 2dM < d� d1 � d2 = x(b) s 6= 0Musimy udowodni�c, _ze x � 2(f � dM)� (2f � d) czyli x � d� 2dM .Wiemy, _ze d�d1�d2 = x, zatem x � d�2dM jest r�ownowa_zne 2dM � d1+d2,co wynika z za lo_zenia j1 < 0 i j2 < 0. 5Teraz przedstawimy formalny zapis procedury Cze��scioweDwudzielne, znajduj�acejPMfM w gra�e dwudzielnym GLR:Procedura Cze��scioweDwudzielne1. Znajd�z PMfM na zbiorze R, przy pomocy procedury Cze��scioweJednostronne.Oznacz je przez M1.2. Wykonaj mody�kacj�e grafu wzgl�edem M1.3. Znajd�z PMfM na zbiorze L, przy pomocy procedury Cze��scioweJednostronne.Oznacz je przez M2.4. M1 [M2 jest wynikiem dzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.18 Procedura Cze��scioweDwudzielne znajduje PMfM w GLR, w sta- lym czasie. 52



Dow�od Procedura Cze��scioweDwudzielne znajduje PMfM na zbiorze R (kt�ore oz-naczamy przez M1), wykonuje mody�kacj�e wzgl�edem M1, a nast�epnie znajduje PMfMna zbiorze L (kt�ore oznaczamy przez M2). Jest jasne, _ze zakumulowane f -skojarzenie(czyli M1 [M2) jest PMfM-em na zbiorze R, gdy_z dodawanie kraw�edzi do podgrafu niezmniejsza liczby nasyconych s�asiad�ow dowolnego wierzcho lka z R. W�atpliwo�s�c budzijedynie, czy jest ono tak_ze PMfM-em na zbiorze L.Koncentrujemy si�e na dowolnym wierzcho lku v 2 L, dlatego w dalszej cz�e�sci b�edziemyopuszcza�c "(v)". Wprowadzamy oznaczenia, kt�ore pokazano tak_ze na rysunku 24 (strona53): niech f i d oznaczaj�a pojemno�s�c i stopie�n wierzcho lka v w punkcie 1 procedury. PoRysunek 24: Akumulowanie PMfM-�ow ograniczonych do roz l�acznych zbior�ow wierz-cho lk�ow.mody�kacji wzgl�edem M1, pojemno�s�c i stopie�n wierzcho lka v b�edziemy oznacza�c przezf2 i d2. Niech M := M1 [M2. Dla wierzcho lka v zachodzi nier�owno�s�c:i2 � j2 := 2(f2 � dM2)� s2gdzie s2 = maxf0; 2f2 � d2g, a i2 oznacza liczb�e nasyconych (wzgl�edem M2) s�asiad�owwierzcho lka v. Chcemy udowodni�c, _ze:i � j := 2(f � dM)� sgdzie s = maxf0; 2f�dg, a i oznacza liczb�e nasyconych (wzgl�edem M) s�asiad�ow naszegowierzcho lka. Wprowad�zmy dodatkowe oznaczenia: niech a oznacza liczb�e s�asiad�ow nasy-conych wzgl�edem M1, ale bez kraw�edzi M1  l�acz�acej z v; niech b := dM1 . Jest oczywiste,_ze f2 = f � b , dM2 = dM � b , d2 = d� (a+ b) , i � a+ i2 � a + j2.Aby udowodni�c, _ze i � j wystarczy pokaza�c, _ze a+ j2 � j, co jest r�ownowa_zne:a � s2 � sRozwa_zmy nast�epuj�ace przypadki:1. s2 6= 0, s = 0s2 � s = 2f2 � d2 = (2f � d) + (a� b).Za lo_zenie s = 0 implikuje 2f � d � 0, st�ad s2 � s � a� b � a.2. s2 6= 0, s 6= 0s2 � s = (2f2 � d2)� (2f � d) = a� b � a.3. Pozosta le przypadki s�a oczywiste. 5Pozosta la do om�owienia najbardziej elementarna spo�sr�od procedur s lu_z�acych do znaj-dowania PMfM, procedura Cze��scioweJednostronne, znajduj�aca PMfM ograniczonedo zbioru B, w gra�e dwudzielnym GAB. W procedurze tej, dwukrotnie, wierzcho lkizbioru B proponuj�a kraw�edzie (wierzcho lek v proponuje f(v) kraw�edzi), a nast�epnie53



wierzcho lki zbioru A usuwaj�a nadmiarowe kraw�edzie spo�sr�od zaproponowanych. Za-uwa_zmy, _ze procedura ta przypomina naiwn�a, i oczywi�scie nieskuteczn�a, metode znaj-dowania MfM.Procedura Cze��scioweJednostronne1. Powt�orz 2 razy:(a) Niech ka_zdy wierzcho lek ze zbioru B zaznaczy f(v) incydentnych do siebiekraw�edzi grafu. Zaznaczone kraw�edzie tworz�a pewien podgraf.(b) Niech wierzcho lki ze zbioru A usun�a nadmiarowe kraw�edzie podgrafu. Otrzy-masz wtedy f -skojarzenie.(c) Wykonaj mody�kacj�e wzgl�edem znalezionego f -skojarzenia.2. Zakumulowane f -skojarzenie, czyli suma f -skojarze�n z obu iteracji, jest wynikiemdzia lania tej procedury.Twierdzenie 3.19 Procedura Cze��scioweJednostronne znajduje PMfM, ograniczonedo zbioru B, w sta lym czasie.Dow�od Chcemy udowodni�c, _ze dla dowolnego wierzcho lka v 2 B spe lnione jest:i(v) � 2(f(v)� dM(v))� s(v) (19)gdzie M oznacza f -skojarzenie b�ed�ace wynikiem dzia lania Cze��scioweJednostronne,f(v) i d(v) oznaczaj�a pocz�atkow�a pojemno�s�c i stopie�n, s(v) := maxf0; 2f(v)� d(v)g,i(v) oznacza liczb�e nasyconych wzgl�edem M s�asiad�ow wierzcho lka v. Zauwa_zmy, _ze wprzypadku gdy dM(v) = f(v), nier�owno�s�c (19) na pewno jest spe lniona.Procedura wykonuje dwie iteracj�e. Na rysunku 25 (strona 54) pokazano tylko jedenwierzcho lek v 2 B, w obu iteracjach. W przypadku drugiej iteracji pokazano dwa przy-padki, jakie mog�a si�e pojawi�c (i s�a ni_zej rozwa_zane). Grub�a lini�a narysowano kraw�edzieRysunek 25: Znajdowanie PMfM-u ograniczonego do prawej strony grafu.zaznaczone przez wierzcho lek v, zwane dalej "grubymi kraw�edziami". Gruba linia zeskre�sleniem to kraw�edzie odrzucone przez wierzcho lki ze zbioru A. Liter�a u oznaczonowierzcho lki, kt�ore b�ed�a usuni�ete na ko�ncu iteracji, gdy_z s�a nasycone. Zmienna b oznaczaliczb�e nasyconych s�asiad�ow wierzcho lka v, ale bez incydentnej grubej kraw�edzi, na ko�ncupierwszej iteracji. Zmienna x to pocz�atkowa pojemno�s�c wierzcho lka v. Zmienna y oz-nacza liczb�e s�asiad�ow, kt�orzy skre�slili grub�a kraw�ed�z w pierwszej iteracji. Zmienna zto liczba s�asiad�ow, kt�orzy skre�slili grub�a kraw�ed�z w drugiej iteracji. Zauwa_zmy, _ze napocz�atku pierwszej iteracji mamy f(v) = x i d(v) = a + b + x, natomiast na pocz�atkudrugiej iteracji mamy f(v) = y i d(v) = a. Od tego momentu opuszczamy w zapisiesymbol wierzcho lka "(v)".Rozwa_zmy dwa przypadki:1. a � yWiemy, _ze i � y + z , dM = (x � y) + (y � z) = x � z. Aby udowodni�c (19),wystarczy pokaza�c _ze y + z � 2(x� (x� z)), co jest r�ownowa_zne y � z.54



2. a < yWiemy, _ze i � y + b+ z , dM = (x� y) + (a� z). Aby udowodni�c (19), wystarczypokaza�c, _ze y + b+ z � 2(x� (x� y + a� z))� s, czyli:2a+ b � y + z � sRozwa_zmy nast�epuj�ace dwa podprzypadki:(a) s = 0Wiemy, _ze a + x � y + z, gdy_z a � z, x � y, a ponadto s = 0 implikujea+ b � x, tak wi�ec 2a+ b � y + z.(b) s 6= 0Je�sli s 6= 0 to s = x�a�b. Chcemy udowodni�c, _ze 2a+b � y+z�(x�a�b),co jest r�ownowa_zne a+ x � y + z, co jest prawd�a. 5
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