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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Istnieje do±¢ du»a grupa problemów, które mo»na rozwi¡za¢ za
pomoc¡ algorytmów wykorzystuj¡cych tylko zmienne

Przykªadami tego typu algorytmów s¡ algorytmy obliczania pól
�gur geometrycznych

Staro»ytny matematyk grecki Heron (10,70) jest uwa»any
za autora wzoru Herona na pole trójk¡ta:
S∆ =

√
p ∗ (p − a) ∗ (p − b) ∗ (p − c), gdzie p = a+b+c

2

WZOR_HERONA_1(a,b,c)

p = (a+b+c)/2
s = sqrt(p*(p-a)*(p-b)*(p-c))
return s
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

WZOR_HERONA_2(a,b,c)

s = 0.25*sqrt((a+b+c )*(b+c)*(a+c)*(a+b))
return s

Ten algorytm wykonuje tyle samo operacji, co poprzedni

Poprzedni algorytm u»ywaª 2 zmiennych, ten � tylko 1
zmiennej
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Algorytmy obliczania obj¦to±ci bryª geometrycznych tak»e
wykorzystuj¡ jedynie zmienne

OBJETOSC_WALCA(r,h)

V ← π * r * r * h
return V

Liczba π to warto±¢ ilorazu dªugo±ci okr¦gu i jego ±rednicy
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Liczba π (1/2)

Wybrane wªasno±ci liczby π (1/2)

π ≈ 22
7
(Archimedes, III w. p.n.e.)

π ≈ 355
113

(Zu Chongzhi, 500)

π ≈ 3.14159265358979323846264338327950288 . . .
ludol�na (Ludolph van Ceulen, 1610)

Ku¢ i ora¢ w dzie« zawzi¦cie,

Bo plonów niema bez trudu!

Zªocisty szcz¦±cia okr¦cie,

Koªyszesz...

Ku¢! My nie czekajmy cudu!

Robota to pot¦ga ludu!

K. Cwojdzi«ski (1930)
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Liczba π (2/2)

Wybrane wªasno±ci liczby π (2/2)

wzór Eulera e iπ + 1 = 0

wzór Stirlinga n! ≈
√
2πn

(
n
e

)n
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Wiele zagadnie« kalendarzowych tak»e mo»na rozwi¡za¢ za
pomoc¡ algorytmów wykorzystuj¡cych jedynie zmienne

ROK_PRZESTEPNY(n)

if ((n mod 4 == 0) and (n mod 100 6= 0)) or (n mod 400 == 0)
then return true

else return false
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Podane poprzednio algorytmy wykonywaªy staª¡ liczb¦ operacji
elementarnych, tzn. niezale»n¡ od rozmiaru danych
wej±ciowych

Inn¡ grup¦ stanowi¡ algorytmy wykonuj¡ce liczb¦ operacji
proporcjonaln¡ do rozmiaru danych wej±ciowych

Przykªadem takiego problemu jest obliczanie reszty z dzielenia
(operacja mod)

MOD(a,b)

tmp = 1
while (tmp + 1) * b ≤ a do

tmp = tmp + 1
return a � tmp * b
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Addytywny algorytm Euklidesa, uwa»any za jeden z
najstarszych algorytmów, tak»e wykorzystuje jedynie zmienne

ADDYTYWNY_NWD(a,b)

while a 6= b do

if a ≥ b then a = a − b
else b = b − a

return a
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Kolejnym przykªadem problemu który mo»na rozwi¡za¢ za
pomoc¡ algorytmu wykorzystuj¡cego jedynie zmienne jest
obliczanie pot¦gi

Przykªad

Obliczenie x16 wymaga 15 mno»e«, je±li stosujemy algorytm
oparty na de�nicji

Je±li zauwa»ymy, »e x16 = (((x2)2)2)2, to liczba mno»e«
b¦dzie równa 4

Podobnie, x27 = x16 ∗ x11 = x16 ∗ x8 ∗ x3 = x16 ∗ x8 ∗ x2 ∗ x ,
co wymaga 13 mno»e« zamiast 26
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

POTEGA_BINARNA(x,n)

k = n
b = 1
c = x
while k 6= 0 do

if k mod 2 == 0
then k = k div 2

c = c * c
else k = k − 1

b = b * c
return b
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Kolejnym przykªadem problemu z tej grupy jest problem
obliczania silni

SILNIA(n)

wart = 1
for i = 2 to n do

wart = wart * i
return wart
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Leonardo z Pizy (1170-1250), inaczej nazywany Fibonacci,
wprowadziª do Europy arabski dziesi¦tny system pozycyjny
oraz napisaª o nim ksi¡»k¦ Liber abaci

Z jego nazwiskiem jest zwi¡zany ci¡g Fibonacci'ego

Ci¡g Fibonacci'ego F0,F1, . . . ,Fi , . . . , to ci¡g liczb zde�niowany
nast¦puj¡co: F0 = 1, F1 = 1, Fi = Fi−1 + Fi−2 dla i ≥ 2
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

Powy»sza de�nicja jest rekurencyjna, znany jest tak»e jej
nierekurencyjny (iteracyjny) odpowiednik podany przez
J.M.P. Bineta (1786-1856) w 1843 roku

Fn =
1√
5

((
1+
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)

Zauwa»my, »e z ww. wzoru wynika, »e

Fn ≈
1√
5

(
1+
√
5

2

)n

Pierwsza wersja iteracyjnego algorytmu obliczania n-tej liczby
Fibonacci'ego jest nast¦puj¡ca
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Algorytmy wykorzystuj¡ce jedynie zmienne

FIBONACCI_1(n)

F0 = 1
F1 = 1
k = 2
while k ≤ n do

Fk = F0 + F1
F0 = F1
F1 = Fk
k = k + 1

return Fk
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Du»a grupa algorytmów elementarnych wykorzystuje struktur¦
tablicy 1D

Tablica jest zªo»on¡ struktur¡ danych, zbudowan¡ z pewnej
liczby elementów tego samego typu

Do elementu tablicy odwoªujemy si¦ podaj¡c nazw¦ tablicy
oraz poªo»enie tego elementu w tablicy, opisane za pomoc¡
wyra»enia indeksowego

Przykªady: A[3], B[2i-1]

Opis tablicy zawiera jej nazw¦ oraz dolny i górny zakres
warto±ci indeksu

Mimo i» w pseudokodach algorytmów pomijamy opis typu
danych elementów skªadowych tablic, to w przypadku
implementacji tych algorytmów w j¦zyku programowania jest
on konieczny

Przykªady: A[1..n], B[0..m]

Tablic¦ jednowymiarow¡ mo»na uto»sami¢ z wektorem
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Rozpoczniemy od algorytmu, który dokonuje inicjalizacji
wszystkich elementów tablicy 1D

INICJALIZACJA_TABLICY(n,A[1..n])

for i = 1 to n do

A[i] = i
return
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Nast¦pny algorytm wypisuje warto±¢ true (false), je±li dwie
tablice 1D s¡ (nie s¡) identyczne

POROWNANIE_TABLIC(n,A[1..n],B[1..n])

wynik = true

i = 0
while (i<>0) and wynik do // <>≡ 6=

i = i + 1
wynik = (A[i] == B[i]) //nawiasy!

write wynik
return
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Kolejny algorytm oblicza liczb¦ ujemnych elementów w danej
tablicy 1D

ILE_UJEMNYCH_1(n,A[1..n])

ile = 0
for i = 1 to n do

if A[i] < 0
then ile = ile + 1

return ile
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Pseudokod podanego algorytmu mo»na tak»e zapisa¢
nast¦puj¡co

W przyszªo±ci poka»emy, »e obie postaci s¡ równowa»ne

ILE_UJEMNYCH_2(n,A[1..n])

ile = 0
i = 1
p¦tla_1: if i ≤ n then

if A[i] < 0 then ile = ile + 1
else i = i + 1

goto p¦tla_1
else goto p¦tla_2

p¦tla_2: return ile
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Klasycznym przykªadem algorytmu wykorzystuj¡cego tablic¦
1D jest algorytm wyszukiwania w nieuporz¡dkowanej tablicy

ZNAJDZ_ELEMENT_1 (n,A[1..n],x)

i = 1
while (A[i] 6= x) and (i 6= n) do

i = i+1
if A[i] 6= x
then write �Nie znaleziono x w A�
else return i

Warunek w p¦tli while mo»na upro±ci¢ dodaj¡c wartownika
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

ZNAJDZ_ELEMENT_2 (n,A[1..n+1],x)

A[n+1] = x
i = 1
while A[i] 6= x do

i = i+1
if i ≤ n
then return i
else write �Nie znaleziono x w A�

return
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Innym przykªadem algorytmu wykorzystuj¡cego tablic¦ 1D jest
algorytm wyszukiwania w uporz¡dkowanej tablicy
(wyszukiwanie binarne)

WYSZUKIWANIE_BINARNE (n,A[1..n],x)

i = 1
j = n
while (A[i] 6= x) and (i ≤ j) do

k = (i+j) div 2
if x > A[k]
then i = k + 1
else j = k - 1

if A[k] = x
then return k
else write �Nie znaleziono x w A�

return
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Wielomianem (stopnia n zmiennej rzeczywistej x) nazywamy
funkcj¦ postaci a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ anx
n, gdzie

wspóªczynniki a0, a1, . . . , an ∈ R
Problem obliczania warto±ci wielomianu w punkcie mo»na
rozwi¡za¢ za pomoc¡ ró»nych algorytmów

Nast¦puj¡cy algorytm oblicza warto±¢ wielomianu w punkcie
wprost z de�nicji

WARTOSC_WIELOMIANU(n,A[0..n],x0)

s = A[0]
for i = 1 to n do

pot = 1
for j = 1 to i do

pot = pot * x0
s = s + A[i] * pot

return s
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Algorytm WARTOSC_WIELOMIANU nie jest efektywny
(szybki), poniewa» wykonuje du»¡ (formalnie: kwadratow¡)
liczb¦ mno»e«

T¦ liczb¦ mo»na zmniejszy¢, je»eli wielomian przedstawimy
w postaci iloczynowej

Przykªad

Niech f (x) = 2x3 − 4x2 + 5x − 1.

Wówczas

f (x) = (2x2 − 4x + 5)x − 1 = ((2x − 4)x + 5)x − 1
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Algorytm WARTOSC_WIELOMIANU nie jest efektywny
(szybki), poniewa» wykonuje du»¡ (formalnie: kwadratow¡)
liczb¦ mno»e«

T¦ liczb¦ mo»na zmniejszy¢, je»eli wielomian przedstawimy
w postaci iloczynowej

Przykªad

Niech f (x) = 2x3 − 4x2 + 5x − 1. Wówczas

f (x) = (2x2 − 4x + 5)x − 1 = ((2x − 4)x + 5)x − 1

S. Gawiejnowicz: Algorytmy i struktury danych (WB 2023) Algorytmy elementarne I 27



Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

T¦ posta¢ wykorzystuje schemat Hornera, zaproponowany
przez W.G. Hornera (1786-1837)

Algorytm wykorzystuj¡cy schemat Hornera mo»na sformuªowa¢
bez zapami¦tywania wyników cz¦±ciowych

SCHEMAT_HORNERA_1(n,A[0..n],x0)

wart = A[n]
for i = n-1 downto 0 do

wart = wart * x0 + A[i]
return wart
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Inna posta¢ schematu Hornera wykorzystuje tablic¦ do
zapami¦tania wyników cz¦±ciowych

SCHEMAT_HORNERA_2(n,A[0..n],x0)

W[n] = A[n]
for i = n-1 downto 0 do

W[i] = W[i+1] * x0 + A[i]
return W[0]
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Wspomniane wcze±niej liczby Fibonacci'ego tak»e mo»na
oblicza¢ za pomoc¡ tablicy 1D

FIBONACCI_2(n)

F[0] = 1
F[1] = 1
k = 2
while k ≤ n do

F[k] = F[k-1] + F[k-2]
k = k + 1

return F[n]
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Algorytm FIBONACCI_2 jest przykªadem zastosowania
programowania dynamicznego

Rozwi¡zywanie problemu za pomoc¡ programowania
dynamicznego polega na podziale badanego problemu
na podproblemy o mniejszym rozmiarze, a nast¦pnie
ich rozwi¡zaniu, zapami¦taniu tych rozwi¡za« oraz
ich wykorzystaniu do rozwi¡zania caªego problemu

Problem rozwi¡zywany za pomoc¡ algorytmu wykorzystuj¡cego
programowanie dynamiczne musi posiada¢ wªasno±¢ optymalnej
podstruktury: optymalne cz¦±ciowe rozwi¡zanie jest cz¦±ci¡
optymalnego peªnego rozwi¡zania

Programowanie dynamiczne opracowaª w latach 50-tych

XX wieku Amerykanin R.E. Bellman (1920-1984)
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Liczba pierwsza to caªkowita liczba dodatnia, która dzieli sie
tylko przez 1 i sam¡ siebie

Przykªady: Liczby 2, 3, 5 i 7 s¡ pierwsze, natomiast liczby 6,
21, 49 i 111 nie s¡ pierwsze

Podamy teraz przykªad algorytmu wykorzystuj¡cego tablic¦ 1D
do znalezienia wszystkich liczb pierwszych w przedziale [2,n]

Ze wzgl¦du na metod¦ znajdowania liczb pierwszych algorytm

ten nosi nazw¦ sito Eratostenesa
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Zakªadamy »e dana jest tablica A[2..n] oraz A[i ] = i dla
2 ≤ i ≤ n

Jako wynik zwracamy niezerowe elementy tablicy A[2..n]

SITO_ERATOSTENESA(n, A[2..n])

for i = 2 to n do

if A[i ] 6= 0
then write A[i]

j = i
while j ≤ n do

j = j + i
if A[j ] 6= 0
then A[j ] = 0

return {A[i ] 6= 0 : 2 ≤ i ≤ n}
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Algorytmy wykorzystuj¡ce tablice 1D

Przykªad zastosowania sita Eratostenesa

Zaªó»my, »e chcemy znale¹¢ wszystkie liczby pierwsze
z przedziaªu [2,20]

Pocz¡tkowy zbiór liczb z tego przedziaªu jest postaci
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20

Pierwsz¡ liczb¡ która pozostanie w sicie jest 2

Skre±lamy wszystkie wielokrotno±ci 2

W zbiorze pozostan¡ liczby 3,5,7,9,11,13,15,17,19

Kolejn¡ liczb¡ pierwsz¡ która pozostanie w sicie jest 3

Skre±lamy wszystkie wielokrotno±ci 3

W zbiorze pozostan¡ liczby 5,7,11,13,17,19

Kolejn¡ liczb¡ pierwsz¡ która pozostanie w sicie jest 5 itd.

Po zako«czeniu pracy algorytmu w sicie pozostan¡ liczby
pierwsze 2,3,5,7,11,13,17,19
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